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Predslov

Fundamentalnou stcastou modernej fyziky je kvantova tedria pola. Ide o tedriu,
ktord polozila zdklady fyziky cCastic a vysokych energii. D4 sa povedat, Ze tato
tedria vznikla prirodzenou snahou o spojenie kvantovej mechaniky a Specidlnej te-
orie relativity. Viedla k netrividlnym objavom a priniesla mnoho inspiracie na dalsi
rozvoj teoretickej fyziky. Medzi inymi spomenme nezachovavajici sa pocet Castic,
neustalu pritomnost divergencii v poruchovej tedrii, spojenie spinu so statistikou,
drahové integraly, metdédu renormalizacnej grupy, atd.

Preco je dolezité sa s touto tedriou oboznamit? Zhruba sa da povedat, ze su
na to dva hlavné dévody. Prvym dovodom je prakticka sktsenost. Vo viacerych
oblastiach modernej fyziky - teéria tuhych latok, statistickd fyzika, astrofyzika,
kozmolodgia, fyzika Castic - sa na istej urovni musime stretnit s opisom na za-
klade poli. Mechanizmy a metédy kvantovej tedrie pola boli pouzité a rozvinuté
a vykazuju zndmky univerzality. Ak sa ich raz naucime, tak ndm v budicnosti
ich aplikédcia na iné modely nebude robit problémy a zbytocné vrasky na cele. Na
druhej strane mozno tato tedriu povazovat za isty druh kultiry a vsSeobecného
rozhladu. Ide o jednu z najpresnejsich teérii vobec a o tedriu, ktord popisuje pri-
rodu na fundamentalnej drovni. Bez jej pochopenia je podla nas velmi tazké ocenit
krasu tohto sveta a jeho fyzikalnej interpretacie.

Téato ucebnica je urcend predovsetkym Studentom prvého ro¢nika magister-
ského stupna Univerzity Pavla Jozefa Safirika v Kosiciach, hlavne v programoch
jadrova fyzika a subjadrova fyzika a teoretickd fyzika. Po mnohé roky boli tieto
prednasky vedené jednym z autorov na tejto Skole a prirodzene postupom casu
vznikla snaha dat tieto prednasky v tlacenej podobe studentom. V tejto ucebnici
sa zameriame hlavne na klasicki teériu pola, jej kvantovanie zalozené na operato-
rovom pristupe a zavedenie interakcii. Opis zalozeny na funkcionalnom integrovani,
Feynmanovu diagramaticki techniku a pokrodilejsie casti budi obsahom dalsieho
dielu ucebnice. V tejto suvislosti chceme zdoraznit, ze vo viacerych modernych
ucebniciach kvantovej tedrie pola sa operatorovy pristup pouziva v malej miere
a je nahradeny pristupom pomocou (funkciondlnych) drdhovych integrélov. Je to
pravdepodobne sposobené ¢asovymi dévodmi, nakolko tento funkciondlny pristup
vedie ovela rychlejsie k praktickym vypoctom. Na druhej strane si myslime, zZe
operatorovy pristup je lepsi z pedagogického hladiska. Je totiz ovela blizsi k tra-
di¢nému kurzu kvantovej mechaniky, ktory je ¢asto zalozeny na Schrédingerovom
alebo Heisenbergovom formalizme. Studenti preto mézu ovela lahsie sledovat tok
myslienok, ktoré viedli ku konstrukcii kvantovej tedrie pola a jej zdkladnych mys-
lienok.

Verime, ze studenti a dalsi zdujemcovia o hlbsie pochopenie kvantovej teérie
pola, najdu dostatoc¢ne vela materidlu na inspiraciu a rozsirenie si vlastnych vedo-
mosti. Podla nasho nazoru nevyhnutnou sticastou ¢itania tejto ucebnice je neustale
overovanie a prepocitavanie si ¢iastkovych vysledkov a vyrazov, ktoré uvadzame.
Bez vlastnej snahy a aktivity nemozno totiz ziaden predmet podobného charakteru
zvladnut na dostato¢nej drovni.



Za pripomienky, opravenie mnohych forméalnych chyb a potrebnej spétnej vizbe
sme vdacni hlavne nasim byvalym studentom Michalovi Roncikovi, Marosovi Je-
voc¢inovi a Davidovi Lorkovi.

Na Vase pripadne otazky, komentare a pripomienky sa tesime! Zasielajte ich
na hnatic@saske.sk alebo tomas.lucivjansky@upjs.sk.

Autori



Pouzivané oznacenia

Latinské indexy i, j, k, atd. budt oznacovat indexy priestorovych stradnic, ktoré
mozu nadobudat hodnoty 1,2, 3.

Grécke indexy u, v, . .. budi oznacovat indexy casovopriestorovych siradnic 0,1, 2, 3,
pricom z° oznacuje ¢asovi siradnicu.

Vzdy sa dodrziava tzv. Einsteinovo sumac¢né pravidlo, t.j. cez opakujici sa index
sa sCitava.

Kontravariantny metricky tenzor budeme pisat v tvare g"¥. Vyrazy g/ a §* bu-
deme povazovat za totozné.

Casto budeme pracovat v prirodzenych jednotkéch, pre ktoré plati i = ¢ = 1.

Casopriestorova metrika guv je diagondlna s elementami gog = 1,911 = go2 =
=g33=—1.

Skalarny sucin budeme oznacovat bodkou “-”, pricom to, ¢i sa jednd o skalarny
sucin v Minkowského priestore, resp. v trojrozmernom FEuklidovskom priestore,
bude zrejmé z kontextu. Napr. a,b" = a-b = g,,a"b”, a’d’ = a - b.

Kontravariantny stvorgradient budeme oznacovat 0* = (9;, —V). Na niektorych
miestach explicitne zddraznime premenni, podla ktorej derivujeme, t.j. 9, = 9/0x
alebo [J,, = g"* 92 /(Oy*dy").

D’Alembertov operator je definovany ako [ = g"* 92 /0xH0x" = 0% /0t — V2, kde
V2 je Laplaceov operator §%/0x'0x" a polozili sme ¢ = 1 (prirodzené jednotky).

Stvorrozmerny Leviho-Civitov tenzor e#*?? je definovany ako totdlne antisymet-
ricky tenzor s €123 = +1.

Priestorové trojrozmerné vektory budeme oznacovat tucnymi pismenami latinskej
abecedy, napr. a,r, x, .. ..

Jednotkovy vektor budeme oznacovat strieSkou nad danym vektorom. Napr.
=r/|r|

Bodka nad veli¢inou bude oznacovat jej ¢asovi derivaciu. Napr. ¢ = dz/dt.

Diracove matice v, budd definované tak, ze v,v, + vy = 29u- Dalej 75 =
=i y2ys a B ="

Jednotkovi maticu rozmeru N x N, N € N budeme oznacovat symbolom 1.
Stopu matice A budeme zapisovat v tvare Tr A.
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Feynmanovu “slash” notéciu budeme namiesto preciarknutého symbolu v tvare
A= v AP pisat pomocou striesky, t.j A. Pri operacii s Diracovymi spinormi sa
dasto stretneme s diferencidlnym operdtorom 9§ = ~v#0,,. Na niektorych miestach
sa stretneme s operatorovymi vyrazmi a tie sice tiez budeme oznacovat podobne. Z
kontextu by ale malo byt vzdy jasné, ¢i sa jednéd o operator alebo prislusny objekt
skonstruovany z Diracovych matic.

Heavisideova funkcia (z) a s Tiou sivisiaca funkcia (x) si definované predpismi

O(x) =

+1 prez > 0, c(z) = +1 prex > 0,
0 prex <0. -1 prez < 0.

Komplexne zdruzent, transponovanu a Hermitovsky zdruzeni maticu k veli¢ine @
budeme oznacovat Q*, QT a QT = Q*T. Hermitovsky zdruzeny operator k opera-
toru O oznaéime OF. Skratka +H.z., resp. +K.z. na konci rovnice bude indikovat
Hermitovsky, resp. komplexne zdruzeny prispevok k predchadzajicim ¢lenom. Ve-
liciny s ¢iarou nad Diracovym spinorom 7 st definované ako v = 17~0.

Pod —e budeme rozumiet ndboj elektrénu, kde e = 1,602 - 10~!°C predstavuje
hodnotu elementarneho naboja v SI jednotkéach.

Pri diskutovani elektromagnetického pola budeme Maxwellove rovnice uvadzat v
jednotkach SI sustavy.

Infinitezimalny element v trojrozmernom priestore budeme uvadzat v tvare d3z.
Stvorrozmerny infinitezimalny element ¢asopriestoru budeme pisat v tvare dz, t.j.
dz = d2%dztda?da®.

Priama a inverzna Fourierova transforméacia bude uvazovana v nasledujicej kon-
vencii v Minkowského ¢asopriestore

flz) = / (2(’1:;(1 e—ik-zf(k)’ f(k) = / (2%::)[3 elkmf(x)

Na roznych miestach vyuzijeme rozne definované normalizacie. Pripominame len,
ze exponenty « a (3 su viazané podmienkou o + 5 = d.
Trojrozmerni Fourierovu transforméaciu budeme zapisovat v tvare

f(t,m)a/dgkeik'mf(t,k), f(t,k)u/d%e—““'mf(t,m).

Podotykame, ze Fourierov obraz funkcie f budeme oznacovat tym istym pismenom,
rozdiel bude len v oznaceni argumentu.
Diracovu delta funkciu vyuzijeme v nasledujicej reprezentacii

3(x) = 6(2°)d(k1)d(2)d(a?) = ﬁ /dk T
8



resp. v trojrozmernom pripade

§(x) = 6(a")8(2)8(2”) = (2;)3 /d3keik-z.

Pod O(n) budeme oznacovat prispevky n-tého a vyssieho radu, ktoré ¢asto pri
vypoctoch moézeme zanedbaf. Z kontextu by malo byt vzdy zrejmé, o aké malé
veli¢iny sa jednd. Napr. diferencovatelnd funkcia f(z) mé nasledujiaci Taylorov
rozvoj do druhého radu f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + f"(a)(z — a)?/2 + O(3).

Pod komutédtorom dvoch operatorov A a B budeme rozumiet vyraz
[A,B]=[A,B]- = AB— BA

a pod antikomutatorom dvoch operdtorov A a B zase vyraz
{A,B} =[A,B]; = AB + BA.

Symbol B bude oznacovat koniec ucelenej myslienkovej ¢asti textu (dékazu, para-
grafu, pozndmky, a pod.).

Slovom Lagrangian budeme rozumiet kvoli stru¢nosti jednak Lagrangeovu funkciu
a jednak Lagrangeovu hustotu. To, ktory zmysel méme v danej vete na mysli,
by mal byt citatelovi jasny z kontextu. Analogicky postupujeme pri Hamiltonovej
funkcii a hustote Hamiltonianu.

Normélny sic¢in budeme oznacovat symbolom N(...) alebo : ... :, kde ... bude
predstavovat nejaky operatorovy vyraz.



Kapitola 1

Relativisticka tedria poli

1.1 Zhrnutie Specialnej teodrie relativity

V tejto Casti stru¢ne zhrnieme zakladne fakty o Specialnej tedrii relativity. Hlavna
pozornost budeme venovat istym aspektom, ktoré budeme neskor potrebovat pri
budovani formalizmu kvantovej teérie pola. V pripade, Ze sa javi tento ivod ako
privelmi kratky, tak na blizSie oboznamenie sa so Specialnou teériou relativity
odporacame knihy (E. F. Taylor & J. A. Wheeler, 2012) a (L. D. Landau &
E. M. Lifschitz, 1975). Prva z nich je mimoriadne vhodnd na ziskanie potrebného
fyzikalneho pohladu do Specidlnej teorie relativity.

Einsteinov princip relativity postuluje ekvivalenciu inercidlnych vztaznych st-
stav. Na rozdiel od Galileovho principu relativity vedie k relativnemu ponatiu
priestoru a ¢asu. Ak oznac¢ime z* kontravariantny Stvorvektor v nejakej inercial-
nej stustave S a jemu odpovedajici z'* v inej (inercidlnej) ststave S’ tak musi
platit vztah

guda’'da’" = g, dztda”, (1.1.1)
resp.
oz’ oz
9w or oo oo (1.1.2)

Vyraz (1.1.1) predstavuje dizku nekoneéne malého Stvorvektora dz#. Na druhej
strane z neho ziskanu rovnicu (1.1.2) interpretujeme ako nutnit podmienku na Lo-
rentzovu transforméciu zo sistavy S do S’. V tychto vyrazoch vystupuje veli¢ina
Juv, ktort nazyvame metricky tenzor. Ten priamo urcuje geometriu Stvorpriestoru.
V kvantovej teoérii pola bude podobne ako v Specidlnej tedrii relativity reprezento-
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vany diagonalnou maticou

10 0 0 10 0 0 1000
o-10 0| . lo-1o0o 0| _ o100
G = , gt = 9 = . (1.1.3)
00 —-10 00 —-10 0010
00 0 -1 00 0 -1 0001

Prvy stipec a prvy riadok nest indexovi stradnicu 0. V celej praci uplatiiujeme
Einsteinovo sumacné pravidlo, podla ktorého sa vzdy sumuje cez index, ktory sa
v danom vyraze vyskytuje dvakrat. Na takyto sposob zapisu odporicame zvyknut
si ¢o najskor. V kvantovej tedrii pola je totiz nutné zjednodusovat si ¢o mozno
najviac sofistikovany matematicky formalizmus. Bez vhodného skratenia a zefek-
tivnenia zépisov by bolo velmi zdlhavé a nesikovné vobec vykondvat nejaké dlhsie
upravy a odvodenia. Z nasej skisenosti vieme, ze ziskana prax sa vam moze zist
aj v inych oblastiach fyziky, napr. teoretickd mechanika alebo teéria elektromag-
netického pola. Vynalozend ndmaha sa vam teda urcite vrati.

Pomocou metrického tenzoru vieme ziskat kovariantny vektor jednoduchym
sposobom a sice

Ty = g’ (1.1.4)

kde samozrejme sumujeme cez dvojnasobné sa vyskytujici index v. Trividlnym
désledkom (1.1.1) je invariancia skaldrneho suéinu

2

2 v v
zpat = oy —x® = g" L, = guatat. (1.1.5)

Podla znamienka tohto vyrazu rozlisSujeme tri mozné pripady

> (0 casu-podobny,
z xt = <=0 svetlu-podobny, (1.1.6)
< 0 priestoru-podobny,

pre stvorvektor z*.
Pre tplnost dodajme, Ze pre trojrozmerné vektory a a b mame

a-b=a'b =d;;a't = a;b;, (1.1.7)

kde ;5 je Kroneckerov delta symbol a predstavuje metriku v trojrozmernom Euk-
lidovskom priestore. V oboch pripadoch mame docinenia s vektormi, ktoré su prv-
kami vektorového priestoru s O(3) symetriou. Preto sa v nich skaldrny stcin za-
chovéva, ¢oho vyjadrenim je (1.1.7).

Pripominame, Ze sa pridrziavame konvencie, kedy kontravariantné vektory (oby-
¢ajné trojrozmerné vektory v Euklidovom priestore) piSeme s indexom hore, t.j.
a = (a',a?, a®). Z toho tiez vyplyva nasledovny zapis vektora v kontravariantnom,

resp. kovariantom tvare

a" = (a%,a), a, = (ag,—a). (1.1.8)

11



Pritom plati, Ze ¢asova zlozka sa pri premiestiiovani nement, t.j. a° = a¢. To mozno
priamodiaro dostat zo vztahu (1.1.4).

Transformdcie (1.1.1) maji Specidlnu vlastnost a to, Ze nechdvaji rychlost
svetla invariantni vo vSetkych inercidlnych vztaznych stustavach. Teda Sirenie svetla
musi spliiat rovnicu

dx

=1
de

, (1.1.9)

kde sme polozili rychlost svetla ¢ = 1. Tuto konvenciu budeme uvazovat v celej
préaci, ak nebude uvedené inak.

Poznédmka:
V kvantovej teérii pola sa kvoli prehladnosti ¢asto voli i = ¢ = 1. Efektivne to
vedie na pozmenené vyjadrenie jednotiek fyzikalnych veli¢in

[dizka] = [¢as], [energia] = [¢as]”! = [hmotnost], (1.1.10)

ktoré plynii zo vztahov pre energiu E = hw = mc? a ¢ = 1. Pritom [...] oznacuje

fyzikalny rozmer prislusnej veli¢iny. Vidime teda, ze energia ndm vo vypoctoch

vychadza s rozmerom frekvencie, resp. hmotnosti. Podobne je tomu aj pri inych

veli¢indch ako hybnost, moment hybnosti, atd. Pri kazdom z vyrazov by si citatel

mal byt schopny dopocitat prislusny faktor, obsahujiici Planckovu konstantu A a

rychlost svetla vo vakuu c. ]
Rovnicu (1.1.9) vieme prepisat aj do tvaru

gudatdz” = (dt)? — (dz)* = 0
a zaroven
guda’dz’” = (dt')? — (dz')* =0,

¢oho zjavnym dosledkom je |[da’ /dt’| = 1. Tym sme ukdzali, Ze ak je rychlost svetla
v nejakej stistave rovna c, tak jej musi byt rovna aj v inej, ktord je s nou spojena
vhodnou Lorentzovou transforméciou.

LubovoIni transforméciu z S do S’ : * — z'* mozno predstavit v tvare

2" = A" 2" + et (1.1.11)

kde a* opisujd transldcie v Case a priestore a matice A*, musia vyhovovat pod-
mienke

G NN = Gpor (1.1.12)

Prvky matice A zavisia vo vSeobecnosti na Siestich parametroch opisujicich vza-
jomnu orientdciu a pohyb vztaznych sustav.

Ako sa pretransformuje vztah (1.1.12) do kontravariantného tvaru? Vyndsobme
ho s vyrazom A" ¢°" a vyuzime to, Ze matica g,, je inverznd sama k sebe, t.j.
9y = 9" Dostaneme

G N, (MG A"g7T) = A, = gu g A, (1.1.13)
12



Tito rovnicu vyndsobme s inverznou maticou k matici g, A*, a mame
v K oT __ VK
AV A" _g°T = g~ (1.1.14)

Transforméacie (1.1.11) tvoria grupu. Ak vykondme najskor z# — /" a nasledne
na to z’* — /"%, mame

2" =N 2"+ @ =N (A, + af) +at. (1.1.15)
Ten isty efekt je mozné priamo dosiahnut pomocou transformaécie
4 AH M —
2 =A A+ (N o +a), (1.1.16)

¢o vlastne definuje skladanie nehomogénnych Lorentzovych transformaécii.
VySetrime teraz niektoré vlastnosti matic A. Ak vezmeme determinant ma-
tice (1.1.12), tak dostaneme

(det A)* = 1. (1.1.17)

Z linedrnej algebry (P. Zlatos, 2011) vieme, Ze tdto podmienka zarucuje existen-
ciu inverznej matice (A¥,)~! k matici A*,, ktord sa vdaka (1.1.12) dé zapisat v
uzito¢nom tvare

(A1, = g, 0" A" = AL (1.1.18)

Grupa transformécii (1.1.11) sa zvykne oznacovat ako Poincarého grupa alebo ne-
homogénna Lorentzova grupa. Obsahuje niekolko dolezitych podgrip. Napriklad,
ak v (1.1.11) polozime a, = 0, tak dostaneme homogénnu Lorentzovu grupu.
Z (1.1.17) vyplyva, ze bud det A = +1 alebo det A = —1. Zjavne transformécie,
pre ktoré det A = +1, tvoria podgrupu, ¢ uz homogénnej alebo nehomogénnej
Lorentzovej grupy. Dalej z 00 zlozky rovnic (1.1.12) a (1.1.14) plynie

(AD)? = 1+ A%GA' = 14+ A%, (1.1.19)

kde index i bezi cez hodnoty 1,2, 3. Vidime, Ze moZe nastat bud A = +1 alebo
AJ £ —1. Transformécie, pre ktoré plati A = +1, tvoria podgrupu.

Podgrupa Lorentzovej grupy s det A = +1 a A = +1 sa nazyva vlastné or-
tochrénna Lorentzova grupa. Ziadnou spojitou zmenou parametrov nie je mozné
prejst od det A = +1 k det A = —1 a tiez od A = +1k AJ < —1.

Lubovolni Lorentzovu transforméciu vieme vyjadrit ako zlozenie vlastnej or-
tochrénnej transformacie a jednej diskrétnej P, T' alebo PT transformacie. Pritom
P odpoveda priestorovej inverzii, T’ zase casovej inverzii a v maticovom tvare ich
mozno zapisat

100 0 ~1000
0-10 0 0100
Pt = . T = . (1.1.20)
00 -10 0010
00 0 -1 0001
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Tym padom sa stiadium Lorentzovej grupy efektivne redukuje na analyzu vlastnej
Lorentzovej grupy, priestorovej a ¢asovej inverzie.
Casto sa stretneme s diferencidlnymi operdciami. Zakladné vztahy, ktoré bu-
deme vyuzivat, st
ox” ox? oz,

= — g =6, g =L g = %
ozn  In O ' Oz, g O OxH

= g (1.1.21)

1.2 Lagrangeov formalizmus

Klasické systémy s koneénym poctom stupnov volnosti f opisujeme pomo-
cou Lagrangeovej funkcie L (na obozndmenie sa s klasickou mechanikou poslizia
ucebnice (D. Tong, 2005; H. Goldstein, C. Poole & J. Safko, 2002; J. Kvasnica
et al., 2004)). Vo vSeobecnosti je L funkciou svojich zovSeobecnenych stiradnic
q= {qi}{zl, ich ¢asovych derivacii ¢ = {qi}le a Casu t, t.j. L = L(q,¢,t). Vieme,
ze fyzikalne systémy sa spravaju tak, aby hodnota tc¢inku S bola stacionarna, t.j.
bola miniméalna alebo typu sedlovy bod. Na analyzu moznych problémov doporu-
¢ujeme velmi pristupny ¢lénok (C. G. Gray & E. F. Taylor, 2007).

Samotny ucinok S predstavuje Casovy integral Lagrangeovej funkcie

ta

S=[ dtL(q,qt). (1.2.1)

ty

Variacia tohoto ucinku sa pre fyzikdlny pohyb rovna nule. To znamena, ze musi
platit 45 = 0, ¢o priamo vedie (H. Goldstein, C. Poole & J. Saftko, 2002) na
Eulerove-Lagrangeove rovnice

d oL 9L
dtaql aqi o

i=1,...,f. (1.2.2)

1.3 Prechod od disktrétneho systému k spojitému

V klasickej mechanike sa stretdvame nielen so systémami s konec¢nym, resp. spo-
¢italne vela stupnami volnosti. Existuji fyzikalne systémy so spojitym rozlozenim
hmoty, medzi najznamejsie patria hydrodynamika, elastické teleso a elektromagne-
tické pole. V takomto pripade tplny opis spociva v zadani daného pola v kazdom
bode priestoru. Hovorime preto o polovom pristupe. Matematicky ho je mozné zis-
kat limitnym pripadom z diskrétneho systému, v ktorom sa pocet stupnov volnosti
limitne bude blizit k nekonec¢nu.

Z motivacnych dévodov uvazujme nekonec¢ne dlhu elastick ty¢. Ako sa ukaze, v
ty¢i sa moze sirit zvuk v pozdfinom smere, t.j. je mozné Sirenie malych elastickych
pozdlznych vin. Tyé si predstavime ako nekonecny pocet identickych hmotnych
bodov o hmotnosti m, ktoré si navzajom prepojené nehmotnou pruzinou s tu-
hostou k. Vizualizaciu tejto predstavy najdeme na Obr. 1.1. Predpokladajme, ze
vychylky hmotnych bodov mo6zu nastat len v horizontdlnom smere. Ak oznac¢ime
vychylku i-tej ¢astice ako g; = ¢;(t), tak celkovd kineticka energia je dand vyrazom

14
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Obr. 1.1: Disktrétny systém hmotnych bodov navzdjom spojenych pruzinami,
ktory predstavuje aproximaciu spojitej jednorozmernej elastickej tyce.

1 5
T= §qui7 (1.3.1)

kde sumaécia prebieha cez vsetky hmotné body. Prislusna potencidlna energia je
sti¢tom potencidlnych energii jednotlivych pruzin (v dosledku ich natiahnutia, resp.
stladenia)

1
V= izi:k(%’-l-l — @) (1.3.2)

Pomocou znalosti kinetickej a potencidlnej energie skonstruujeme Lagrangeovu
funkciu

1
L=T-V=5 Z [mg; — k(giv1 — @:)?] (1.3.3)

i

ktora vieme dalej forméalne prepisat do tvaru

1 m .o Qi1 —ai\]_

Parameter a predstavuje vzdialenost medzi hmotnymi bodmi v rovnovaznom stave.
Pouzitim vztahu (1.2.2) pre zovSeobecnenu stiradnicu ¢; dostaneme ststavu pohy-
bovych rovnic pre jednotlivé hmotné body

m.. qj+1 — G 4 —45-1\ _
;qj — ka(cz?)+ka<a?>_ 0. (1.3.5)

Pri odvodeni nesmieme zabudnit na fakt, Ze dynamicks premennd ¢; sa nachidza
presne v dvoch ¢lenoch sumy (1.3.2).

Tvar Lagrangianu zvoleny v (1.3.4) dovoluje vykonat spojiti limitu a — 0. Je
zrejmé, Ze pri nej prechddza vyraz m/a na linedrnu hustotu 7, t.j. hmotnost na
jednotku dizky. Tento fakt sa d4 ukazat na zéklade priamociarej Gvahy. Uvazujme
konecny systém pozostavajiuci z N Castic. Ozna¢me M = Nm celkovii hmotnost
a d = Na celkovt dizku systému. Pri pevne danej dizke d vykonajme limitny
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prechod a — 0. Dostaneme, Ze po¢et N sa musi Skdlovat ako N « 1/a. Vidime
potom, Ze pomer

m M

a« Na

prechddza efektivne na koneéntt hodnotu M/d, ¢o je dizkové hustota systému.

Nie je ale tiplne jasné, ¢o sa stane s vyrazom obsahujicim tuhost pruziny k. Ak
predpokladame, ze sa dana elastickd ty¢ sprava vzdy podla Hookovho zdkona, tak
potom je predizenie ty¢e na jednotku dizky tmerné posobiacej sile, resp. napétiu,
¢o mozno vyjadrit vztahom

F = EE¢, (1.3.6)

kde E je Youngov modul pruznosti a £ je pomerné predfienie. Predizenie dizky a
diskrétneho systému na jednotku dlzky je dané vyrazom & = (gj+1 — ¢;j)/a. Sila,
ktora sposobi toto predizenie tyce, je potom rovna

F=kgjs1 —q)) = k(‘”‘") (1.3.7)

Odtial vidime, Ze ka odpovedd Youngovmu modulu pruznosti spojitej tyce E (J. Kvas-
nica et al., 2004). Pri prechode od diskrétneho systému bodov k spojitému, prechd-
dza index j (ktory opisuje vychylku j-teho hmotného bodu) na spojiti stradnicu
x. Namiesto stboru diskrétnych premennych {g;(t)} tak dostaneme spojitd, alebo
tiez polovii, premennt q(t, z). Dalej je zrejmé, ze vyraz

git1(t) —qi(t) _ q(t,z+a) —q(t,x)

1.3.8
- . (1.3.8)
prechadza v limitnom pripade a — 0 do tvaru derivécie

lim 22 — @) _ dai®) _, 9q(t,2) (1.3.9)

a—0 a dx Ox

Vsimnime si, Ze sumécia cez vSetky diskrétne hmotné body v Lagrangidne (1.3.4)
prejde do integralu cez novi premennt x. Hranice integralu si samozrejme urcené
okrajmi danej tyCe. Lagrangian (1.3.4) nadoddda tvar

L= %/dx |:Tq2 — E(iﬁ)z]. (1.3.10)

Analogickym spdsobom vieme postupovat aj pre pohybovi rovnicu (1.3.5). V li-
mite a — 0 upravime jej posledné dva cleny

limg di+1 45 + 9 — 451 %limE @ — @
a—0 a a a a=0a |[\Ox /), \Ox/ .,

2
= E(ng), (1.3.11)
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kde sme zanedbali poruchy vyssich radov. Preto pohybova rovnica elastickej tyce
nadobuda tvar
0? 0?
0% 0%
ot? Ox?
Tato rovnica predstavuje hyperbolicki diferencialnu rovnicu, ktorej rieSeniami st
nedisipativne viny. Tie sa Siria s pevne danou rychlostou

=0. (1.3.12)

E
=4/ —. 1.3.13
YTV T (1.3.13)
Vieme, Ze vSeobecné riesenie rovnice (1.3.12) sa da predstavit v tvare
q(t) = f(z —vt) + g(z + vt), (1.3.14)

kde f a g su diferencovatelné funkcie svojich argumentov. Konkrétny tvar tychto
funkcii je obvykle determinovany okrajovymi a poc¢iato¢nymi podmienkami.

Sthrnne moézeme konstatovat, ze naznaceny prechod od diskrétneho systému k
spojitému je relativne priamodiary. Délezita zmena nastava pri interpretacii pries-
torovej suradnice z. V spojitej formulécii sa nejednd o dynamicku premennt, ale
o spojity index, ktory nahradza diskrétny parameter i. Tak ako kazdému 7 prina-
lezala hodnota ¢;(t) (v danom ¢ase t), tak kazdej spojitej (pripustnej) hodnote z
odpoveda nejakd hodnota ¢(¢, z). Ak by sme mali do¢inenia nie s jednorozmernym,
ale napriklad trojrozmernym problémom, tak by ¢ = ¢(¢, ) predstavovala funkciu
az Styroch premennych. V tomto pripade by bolo mozné celkovy Lagrangian zapi-
sat v tvare

L(t) = /dxl/dxg/dxgﬁ(t,:c), (1.3.15)

kde velicinu £ intepretujeme ako hustotu Lagrangidnu.
Pre uvazované pozdlzne kmity elastickej tycCe je hustota Lagrangianu jednodu-
cho dana vyrazom

e () p(2)] w210

Neskoér uvidime, ze je vyhodnejsie pracovat s hustotou Lagrangianu £ ako so sa-
motnym Lagrangidnom L. Ako sa ukazuje, hlavnym dévodom je explicitnd rela-
tivistickd kovariantnost L. V literatire sa potom casto Lagrangidnom oznacuje
aj priamo hustota Lagrangianu. Z kontextu by malo byt vzdy zrejmé, o aky typ
veli¢iny sa jedna.

1.4 Relativisticka teéria poli

Zo zakladnych kurzov fyziky pozname mnoho systémov obsahujicich neko-
neény pocet stupnov volnosti, napr. elektromagnetické pole, pole rychlosti teku-
tiny, gravitacné pole, atd. Zaroven vieme, ze ak neuvazujeme gravitacné efekty,
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tak fyzikalny opis musi byt invarianty vzhladom na Lorentzove a nie Galileove
transformécie.

Dalej vo vieobecnosti sa dynamickou premennou stéva stibor n poli ¢, =
= pa(t,x);a=1,...,n. Aj v dalSej diskusii budeme pod indexom a pri danej tedrii
rozumiet index, ktory opisuje jednotlivé nezavislé zlozky daného pola. Stretneme
sa napr. s tym, ze a bude rozliSovat dve nezavislé zlozky komplexného pola, Styri
zlozky vektorového pola, resp. spinorového pola atd. Z kontextu danej teérie by
malo byt vzdy jasné, o aky typ zloziek ide.

Zo zépisu (1.2.1) je zrejmé, Ze Lagrangeova funkcia nemoze predstavovat vhodny
objekt na studium relativistickych vlasnosti. To vyplyva z toho, Ze Cas je Specidlne
vydelenou stradnicou a zo Specidlnej tedrie relativity vieme, ze Casovy diferen-
cial dt nie je Lorentzovsky invariantnd veli¢ina. Preto sa zavadza pojem hustoty
Lagrangianu £ vztahom

S:/dtL(t):/dt/d3x£(t,m):/dzﬁ(:c). (1.4.1)

7 vlastnosti Lorentzovych transformécii mozno priamo odvodit, Ze pri transfor-
mécii x — x’ = Az, sa infinitezimdlny objemovy element dz nemeni

(9(93'0, z’l,x’Z,m’g)

de’ = dz’’ Adz'  Ada'* Ade’® =
O(x0, 21, 22, 23)

dz Adzt Ada? Ada®. (1.4.2)

Vyraz na pravej strane

8(3@’0, x’l, a?’2, x’3)
O(a0, zt, 22, x3)

predstavuje Jacobidn danej transformécie a pre linedrne transformécie typu z’* =
= a};xk je jednoducho rovny determinantu |a}|. Hustota Lagrangidnu bude vo
vseobecnosti funkciou poli a ich prvych derivacii £ = L(pq(2), Oppa(), x).

Postupujme podobne ako je tomu zvykom v teoretickej mechanike a odvodme
najskor pohybové rovnice z poziadavky nulovosti varidcie acinku

oL oL
0:5S:/dx{5 o+ =————06(0 a}
3002 ¥ B Bppa) Oree)

oL oL oL
— [aed %5, 19 (5 a)—a ()5 }
/ {a% 700N 0(0upa) T ) M\ 0(Oppa) )7

(1.4.3)

Druhy vyraz na pravej strane vieme upravit pomocou Gaussovej vety aplikovanej
na plosny integral cez nekonecnu plochu. Ak tradiéne predpokladdme, Ze polia v
nekonecne vymiznt, tak tento ¢len mézeme zanedbat. Fyzikalne mozeme takuto
upravu zdovodnif tym, Ze nieco fyzikalne zaujimavé sa odohrava iba v konecnej
oblasti. Nakoniec po vynati varidcie dp, dostaneme

oL oL
5o [ar {2 0,(1 0 Vi
Noga "\ 80npa) ) 1°¢ (14.4)
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Pozadujeme, aby bol tento vyraz pre lubovolné dp, identicky rovny nule. To na-
stane prave vtedy, ak st splnené rovnice

oL oL
— =0yl =————1]=0; a=1,...,n. 1.4.5
0pq M(a(a,u@a)) ( )

Tieto rovnice st zname ako Eulerove-Lagrangeove rovnice a v tedrii pola sa s nimi
stretdvame velmi casto.

Pre spojite systémy je mozné formulovat aj prostrednictvom Hamiltonovho
formalizmu, podobne ako pre diskrétne systémy (H. Goldstein, C. Poole & J. Satko,
2002). D4 sa ocakavat, Ze pridruzené hybnosti pre spojitt tedriu (1.4.1) st dané
vyrazom

oL
Tq = - 1.4.6
“= o) (1.4.6)
Hustota Hamiltonidnu je zase dana vztahom
H=mapq — L. (1.4.7)

1.5 Noetherovej veta

Aby nedochadzalo k zbytoénym nedorozumeniam, vysvetlime si najprv rozdiel
medzi pouzivanymi transforméaciami vo fyzike. Oba st schematicky zndzornené
na Obr. 1.2 a 1.3. Na prvom z nich mdzeme vidiet tzv. aktivnu transforméciu,
kedy je sduradnicovy systém pevne zvoleny a fyzikdlny systém, ktory studujeme,
transformujeme do novej polohy. V pripade pasivnej transformécie je tomu naopak.
Systém je v pokoji a Studujeme ho z dvoch réznych vztaznych stastav. Oba popisy
st fyzikdlne rovnocenné, ¢o sa tyka sposobu ziskania vysledkov. V tejto praci sa
budeme pridfzat prvého z nich, t.j. aktivnej transformécie.

Dolezitu tlohu v modernej fyzike zohravaju symetrie. Da sa konstatovat, ze
v podstate celd casticova fyzika je na nich zalozena. Poziadavky Lorentzovskej
kovariantnosti a roznych kalibra¢nych transformacii do znacnej miery ohranic¢uji
mozny tvar modelov kvantovej teérie pola. Vo fyzike sa stretdvame s konecno-
rozmernymi Lieovymi grupami, ktoré ndm popisuji spravanie sa systému vzhla-
dom na nejaki zmenu systému.

Dolezitit matematickil vetu dokazala nemecka matematicka Emmy Noether,
ktorej kvalitativnym obsahom je nasledujica ekvivalencia

Noetherovej veta: Symetrie «— Zakony zachovania.

Tento vztah vyjadruje to, ze kazdej symetrii v prirode odpoveda nejaka zacho-
vavajuca sa veli¢ina. A naopak, ku kazdej zachovavajucej sa veli¢ine vieme najst
symetriu vo fyzikalnych zakonoch. Napriklad, ak st fyzikalne zakony invariantné
vzhladom na ¢asové translacie, ziskame zdkon zachovania energie. Zékladné zakony
zachovania, s ktorymi sa stretavame, st uvedené v Tab. 1.1.

Matematicky je mozné Noetherovej vetu (N. N. Bogoliubov & D. V. Shirkov,
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Obr. 1.2: Kvalitativne zobrazenie ak-
tivnej transformaécie, pri ktorej su-
radnicova stustava zostava nemenna a
fyzikdlny systém sa istym spésobom
transformuje.

Obr. 1.3: Kvalitativne zobrazenie pa-
sivnej transformaécie, pri ktorej sa su-
radnicova sistava meni a fyzikdlny
systém zostava nemenny.

Obr. 1.4: Integracné oblasti v Tubovolnej dvojrozmernej oblasti uvazované v trans-

formécii ucinku.
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Symetria Zéakon zachovania
Casové translcia Energie
Priestorové translacie Hybnosti
Priestorové rotacie Momentu hybnosti
Kalibracna transformacia Naboja

Tabulka 1.1: Zoznam symetrii a im prislusnych zakonov zachovania.

1980) formulovat nasledovnym sposobom

Ku kazdej konecnorozmernej parametrickej spojitej transformacii poli s
n generatormi a zaroven zmene suradnic, ktord zarudci, ze variacia ucinku je
rovna nule, existuje prave n dynamickych invariantov, t.j. kombinacii poli a
ich derivacii, ktoré sa zachovavaju v case.

Dokaz tvrdenia:
Budeme uvazovat infinitezimalnu zmenu stiradnic (v aktivnom zmysle slova)

ot — o' = ah 4 St 1.5.1)
Pa(z) = 0, (2") = a(@) + Apa(). (1.5.2)
Variacie dz* a Ay, mozno podla predpokladu vyjadrit pomocou n malych, line-
arne nezavislych parametrov wg;s =1,...,n v tvare

sat = X[\ 8w, (1.5.3)

s=1
Apy(z) = Z W o (s) 0ws. (1.5.4)

s=1

Pri indexe s sa moze, ale nemusi, jednat o tenzorovy index. Zatvorkami pri in-
dexe (s) chceme zdoraznit fakt, Ze sa tu jednd o vSeobecny index popisujici dané
transformacné vlastnosti tedrie a chceme ho odlisit od indexu popisujuceho zlozky
stvorvektora, resp. zloziek pola ¢,.

Pozorovania
o Vyraz Ay, predstavuje varidciu spésobent jednak samotnou zmenou pola a
jednak zmenou argumentu pola ().

e Derivécia pola sa meni podla predpisu

0pq(x
e = 228D g 0') = Bypule) + Apule). (155)
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V poslednom vyraze nemézeme zamenit poradie operacii A a d,,, nakolko A
obsahuje aj prispevok od transformécie suradnic. Preto zavedme varidciu 6,
ktora bude zodpovednd za varidciu spésobent zmenou tvaru. Definujme

690(1(55) = (IOZ?L(:I;) - Wa(x)' (156)

Potom plati, ze

dpa() () — pa(®)

o(T — 62) + Ay (z — 62) — pa(x)

() = (Oupa)da’ + Apa(z) — pa(a) + O(2)

Vo) — (Oppa)dzt (1.5.7)

a(s) — X&)ampa]&%a

a~

12

[
> 6 ©

S

[
kde sme pouzili vztahy (1.5.3) a (1.5.4).
e Z definicie (1.5.6) priamo vyplyva, Ze
[6,8,] = 0. (1.5.9)
Odtial s pouzitim (1.5.7) dostdvame

00upa = A0upa — 0u(Ovpa)da”. (1.5.10)
Prejdime teraz k samotnému dokazu a pocitajme priamo varidciu acinku

08 = /dx’ﬁ'(z’) f/dxﬁ(x), (1.5.11)
kde
L'(2") = L(@,(2"), 0,9, (x") = L(x) + AL(z). (1.5.12)

Vyraz pre mali zmenu AL plynie z dosadenia vyrazov (1.5.2) a (1.5.5) za ¢}, a
0,,¢.,, nasledovany Taylorovym rozvojom

oL oL

AL(Z’) = 87()0@ Pa + 78((9”@@)

Ay + O(2). (1.5.13)

Pravi stranu upravime pomocou rovnic (1.5.7) a (1.5.10) do tvaru

oL oL oL oL
_ 9L U~ L Yy
AL(x) Do 0pq + P (Oupa)ox +a(8u<,0a>6( Pa) + 0(0u¥a)
or or or oL
_Joc oL 29 0L Iz
0pat a(aﬂsoa)é(ausoﬁ] + {8% Oa) 50, ) O O | O

0Py
(1.5.14)

0u(Oppq)ox”
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Oba vyrazy v hranatych zatvorkdch na pravej strane si teraz upravime. Prvy
vyraz na pravej strane predstavuje varidciu dL a prepiseme si ho dalej pouzitim
Eulerovej-Lagrangeovej rovnice (1.4.5) a vztahu (1.5.9)

oL oL

0L = —6¢s + =———6(0ua
90" 5@p0) )
oL oL
=3L(>5 o+ =7—=0,(0p,
"\ 9(0upa) v (9uspa) (070)
oL
=0, | =—=—0pq |- 1.5.15
oo 10)

Druhy vyraz na pravej strane rovnice (1.5.14) nie je ni¢ iné ako totdlny diferencial
hustoty Lagrangianu

dL oL

oL
—zt = — o)zt + ————0, o )0zt
d.T'u € 6§0a (a,u@ ) x + 8(8,/@@)8 (8#490 ) T
oL oL
=|=— —_— H, 1.5.1
S Oun) + gy )| 0 (1510
Preto konecny vyraz pre AL mdzeme nakoniec vyjadrit v tvare
oL dcl
AL(x) =0, | ==——0va +—5x” 1.5.17
=00 g5,y .

Tento vyraz dalej dosadime do varidcie ti¢inku (1.5.11) a dostaneme

S = /dx{ [ M%)&pa} dﬁax#} /da:’ﬁ /dxﬁ (1.5.18)

Pri dprave rozdielu poslednych dvoch ¢lenov potrebujeme este vyjadrit maly ob-
jemovy element da’ pomocou dz. Vyuzijeme pritom pribliznt rovnost (do prvého
radu)

5‘(:5/0,53’1, x’2,x’3)
O(x0, 1, 22, 23)

~ [1 + 0, (6z")]dz. (1.5.20)

/0

dz’ = da’’ Ada’t Ada”® Ada'® = dx (1.5.19)

Po dosadeni do (1.5.18) a kratkej uprave nakoniec mame

55 = [ox (o e s ()

oL
= J— M
/dx aﬂ{a(au%)a% + Léx } (1.5.21)

Vystupujice varidcie si mozeme este prepisat pomocou infinitezimalnych paramet-
rov ws pouzitim tvodnych vztahov (1.5.3) a (1.5.8)

N —/dx 8,1[.‘7(’;)(5)]§w5; s=1,...,n, (1.5.22)
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kde sme zaviedli Noetherovej priudy J(‘; ) vztahom

oL
8(au¢a)
Z poziadavky nulovosti varidcie 0.5 (1.5.22) pre Iubovolné varidcie dw; (predpoklad

Noetherovej vety) nakoniec dostdvame, ze Stvordivergencie Noetherovej pridov
\7(‘; ) st nutne nulové, t.j. platf

j(i) (x) = - [\Ila(s) - (au‘Pa)Xéjs)] - ‘C(x)X(ﬂ

- (1.5.23)

Tl = 0. (1.5.24)
|

Diskusia:
Ziskand rovnica (1.5.24) predstavuje lokdlny zdkon zachovania pre istd fyzi-
kalnu veli¢inu. Za tymto ucelom uvazujme integralny vyraz

/d% 9Tl =0, (1.5.25)

ktory plati pre lubovolny uzavrety trojrozmerny objem. Rozpiseme Tavi stranu do
zloziek a rozdelime dany integral do dvoch zloziek

/d%atj(%) +/d3xv T (s) = 0. (1.5.26)

Druhy vyraz na lavej strane prepiseme pomocou Gaussovej vety do tvaru plosného
integralu s hranicami v nekonec¢nej vzdialenosti. Ak dalej, ako zvycéajne uvazujeme
tento integral v nekonecne a predpokladame dostatocne rychly pokles poli, tak je
tento vyraz zanedbatelne maly. Dospejeme tak k rovnici

d [ ..
0= /d% KTy = a/dsxj(os), (1.5.27)

ktora predstavuje zakon zachovania veli¢iny ) definovanej ako

Q= /d%ﬁi). (1.5.28)

Schematicky je tato situacia zobrazena na Obr. 1.5. Z uvedeného vyplyva, ze
priestorové integrdly casovych zloziek Noetherovej prudu vedu k zachovavajicim
sa veli¢indm v case.

Poznédmka:
Podotykame, zZe veli¢iny j(‘; ) nie st urcéené jednoznacne. Mozno k nim vzdy
dodaf antisymetricky vyraz tvaru

8,]”(“;)’, s vlastnostou f(‘g = ff(ys’)‘ (1.5.29)

a platnost vztahu (1.5.23) sa nezmeni.

Taktiez sa ¢asto zvykne Noetherovej prud oznacovat symbolom 6, namiesto
Ju. V pripadoch tykajicich sa pridu elektrickych nabitych castic sa tiez pouziva
oznacenie j,.
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Objem Vj

3D plocha v case t; 3D plocha v case t2

Obr. 1.5: Zvolend integrac¢nd oblast pri analyze vysledku (1.5.27). Dve priestorupo-
dobné oblasti v ¢asovych okamihoch ¢; a to vymedzuju isty objem v Minkowského
casopriestore. Sivou farbou je kvalitativne naznacend hranica v nekoneéne medzi
tymito danymi plochami.

1.6 Tenzor energie-hybnosti

Uvazujme infinitezimalne malé ¢asopriestorové posunutia (translacie) fyzikal-
neho systému. Mo6zeme ich opisat pomocou aktivnej transformécie danej predpisom

ot — ' =k ozt (1.6.1)

Pri tejto transformdcii rolu parametrov dws v (1.5.3) a (1.5.4) zohravaji nekonecné
malé posunutia dz#. Formalne potom mozno indexy vo vyraze (1.5.3) a suméciu
cez index s nahradit nasledovnym spdsobom

n 3
s—p, n—3, Z—>Z7 Xé‘s):X“,,:(Sff.
s=1 pn=0

Polia rozneho druhu sa pri takychto transldcidach (1.6.1) transformuji podla jed-
noduchého predpisu

Pa(@') = pa(2). (1.6.2)
Preto teraz mame ¥, (,) = 0 v odpovedajiicom vyraze (1.5.4). Z defini¢ného vztahu
(1.5.23) odvodime vyraz pre Noetherovej prad

oL

JE, T, = ———
a(au‘:@a)

(Oypa) — LIV (1.6.3)
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Podotykame, ze v prvom clene sa s¢itava cez dvakrat vystupujici index a, ktory
je mozné interpretovat ako multi-index reprezentujici vsSetky polia prislusného
modelu. KedZe tenzor TH” zohréva velmi dolezitid tlohu, zavadza sa pre neho v
literatire nové oznacenie a nazyvame ho tenzorom energie-hybnosti.

Priamym pouzitim pohybovych rovnic sa da lahko ukazat, ze naozaj je splnend
rovnica

9, TH =0, (1.6.4)

ktord vyjadruje lokdlny zakon zachovania pre energiu a zlozky hybnosti.
Stvorvektor celkovej hybnosti sa na zaklade tivah z prechddzajicej casti da
zapisat v tvare

Pt = /d?’xTO“. (1.6.5)

Nulté zlozka P° predstavuje v teoretickej mechanike Hamiltonidn $tudovaného
systému.

1.7 Tenzor momentu hybnosti a tenzor spinu

Fyzikdlne ocakavame, ze moment hybnosti stivisi s operaciami typu rotacie. Na
rozdiel od trojrozmerného priestoru znameho z nerelativistickej mechaniky, mame
v Stvorrozmernom Minkowského c¢asopriestore k dispozicii az Sest nezavislych ro-
técii. Tie pozostavaju jednak zo zvycajnych trojrozmernych rotacii a jednak z tzv.
"boostov”, pre ktoré je jedna z transformujicich sa stradnic casova premenna.
Inymi slovami, mézeme tiez tvrdif, Ze v Stvorrozmernom casopriestore existuje
celkovo Sest moznosti ako vybrat rovinu v ktorej dochadza k rotacii.

Vo vseobecnosti je tak potrebné zadat Sest nezavislych parametrov na opis
lubovolnej rotacie. Na aplikdciu Noetherovej vety preto potrebujeme identifikovat
Sest malych parametrov. Tri st zrejmé - pdjde o tri malé uhlové parametre. Tri
zvy$né odpovedaji trom malym rapiditdm, ktoré urcuji boost vo vSeobecnom
priestorovom smere.

Vseobecne mozno infinitezimélne malé rotacie v Minkowského priestore pred-
stavit v tvare

ot — 2" =k 6w, Swt = —dwH, (1.7.1)

kde indexy p, v opisujui rotaciu v rovine (z,z, ). Lahko sa mozno presved¢it o tom,
7e poziadavka invariantnosti z2 = x*x,, vedie na uvedent antisymetrickost dw*”.

Za nezdvislé parametre volime dw*”, pre ktoré je p < v. Index (s) v definiénom
vztahu 1.5.4 je teraz dvojrozmerny a efektivne ho vo vyrazoch pre Noetherovej
prud nahradime podla predpisu

(s) = pr. (1.7.2)
Néjdeme teraz vyraz pre velicinu X*_ 5 7 (1.5.3)

1
dxt = X“(S) Sws = §X”aﬁ5wa*3, (1.7.3)
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kde sme zaviedli faktor 1/2; aby nedochédzalo k viacndsobnému zapodéitaniu da-
ného prispevku. Vsimnime si, ze vdaka antisymetrickosti dw*” v dvojitej sume
nevystupuju diagondlne ¢leny, pre ktoré je o = . Spolu s vyrazom (1.7.1) méme
k dispozicii dva vztahy pre dz#. Vieme preto najst explicitny vyraz pre X" B
Zacnime s (1.7.1) a upravujme

v av
T, 0w = x, 0w 6k

= @ 0wl 4> @, 0wl =Y [, 0w Sk + wadw” L]

asv a>v alv

zamenime a<->v

=) [0k — 2adl]ow™

asv

1
3 [x, 68 — x408] S ™, (1.7.4)

odkial porovnanim so vSeobecnym vyrazom (1.7.3) mame

Xy = 700l — Tadl. (1.7.5)
Tento vztah mozno prepisat aj do plne kontravariantného tvaru

XHav) — gvghe _ gogh. (1.7.6)

Skaldrne pole sa pri transforméciach (1.7.1) nemeni. V kvantovej elektrodyna-
mike sa neskor stretneme s pripadom vektorového pola (elektromagnetické pole
fotonov), ktoré sa pri Lorentzovskych rotécidch (1.7.1) transformuje podla pred-
pisu

g, (z') = NS ou(x) = oulx) + Ay, (1.7.7)
1 v log

A‘Pu = iAupg@V(-r)(swp ) (178)

A;(po) = glil)CSZ - guaélp/a (P < U)- (179)

Tieto vztahy vyplyvaju priamo z faktu, Ze ¢, musi predstavovat Stvorvektorovi
veli¢inu. Tym padom sa musi transformovat rovnako ako stvorvektor z,, ktorého
transformacné vlastnosti sme odvodili v (1.7.4).

Explicitny vyraz pre funkciu ¥ potrebnii na konstrukciu varidcie pola (1.5.4)
vyplyva z jednoduchého dosadenia (1.7.9) do (1.7.8). Po kratkej iprave mame

v 14 log 1 o
dpp = ) Z |:gup5a - guadp:| 00w = B} |:g;4p§0<7 - gua‘ﬂp:| dwP?, (1.7.10)
v,p,0

odkial porovnanim s vyrazom (1.5.4) dostaneme

\I/;L(po') = GupPo — Guo¥p; (1.7.11)

kde pre tplnost uvddzame zatvorky pri indexoch po. Pripominame, ze tieto indexy
charakterizuji rovinu danej rotécie.
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Vztahy (1.7.5) a (1.7.11) dosadime do vSeobecného vyrazu pre Noetherovej
prad (1.5.23) a upravujeme

oL oL

T =—— V) + 55—
(o6) 9(Oupp) plap) (Ouspp)

o, oc
T 00 T
— Llzad — 2564]

oL oL

I
I Oupp) * ? ’ 9(Ouepp)

(0vpp) X" (ap) — LX" (ap)

27— (Oupp) 100y — TaOpp
a(a'uspp)( ﬂ)[ B P B P]

(Oapp) = 06.L

T,
oL
(Oupp)

_k
TB

+xo | L — (8590,))]

oL

= 25TV, —x.T"
Identifikovali sme pritom tenzor energie-hybnosti, ktory bol odvodeny v predché-
dzajtcej casti 1.6. ]

Diskusias:

1) Kedze skaldrne pole méa len jednu zlozku a nevykazuje ziadnu vnttornt Struk-
taru, plati pre neho identicky AZQ 5 = 0. Tenzor momentu hybnosti je potom
jednoducho

M“(ag) = LCBTMQ - l’aTMB, (].7].3)

kde sme preoznacili Noetherovej prid do zauzivaneho sposobu zépisu J — M.
V plne kontravariantnom tvare (1.7.13) nadobida tenzor M tvar

MHeB) _ pBppe  paquB (1.7.14)

Vyraz (1.7.14) predstavuje po formélnej stranke analogickd Struktiru ako mo-
ment hybnosti L = r X p zndmy z teoretickej mechaniky. V oboch pripa-
doch sa jedna o antisymetrické vyrazy skonstruované z polohového vektora a
(Stvor)hybnosti. Preto sa M v tvare (1.7.14) zvykne stotoziiovat s orbitdlnym
momentom hybnosti pola. Podla diskusie Noetherovej vety (1.5.27) méme teraz
lokalny zakon zachovania

D MPH) = 0, (1.7.15)
do ktorého dosadime (1.7.14) a dostaneme
T8 = T8, (1.7.16)

Zakon zachovania momentu hybnosti tak vedie na symetrickost tenzora energie-
hybnosti T*¥. Pri odvodeni je nutné vyuzit uz skor ziskand rovnicu (1.6.4),
ktord vyjadruje zdkon zachovania pre TH".
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2) Pre viaczlozkové pole (vektorového alebo spinorového charakteru) obsahuje ten-
zor momentu hybnosti dva prispevky. Okrem orbitadlneho momentu M obsahuje
navyse aj vyraz

oL ;

SHop = == Al
B 5(8;;%)%

iap (1.7.17)
kde indexy i, j sluzia na opis zloziek pola a nie jeho priestorovych suradnic.
Hovorime, Ze tenzor S*,g charakterizuje polariza¢né vlastnosti daného pola. D4
sa ukdzat, ze (1.7.17) po skvantovani je priamo zodpovedny za spinovy moment
hybnosti. Na zdéraznenie rozdielnej iilohy indexov ¢, j oproti a, 5 sme pozmenili
definiciu Struktiry A} , z rovnice (1.7.8), kde sme explicitne uvazovali pripad
vektorého pola.

3) Priestorové hustoty orbitdlneho a spinového momentu viaczlozkového pola st
dané vyrazmi

MeF = / d3z MPO = / d3z [2PT0 — £oTP0], (1.7.18)
. 0L
s = | &3z S°, :7/(13 — A ;. 1.7.1
S, B / xS B xa(GOWZ) zaﬁcp] ( 7 9)

Z poslednej rovnice vieme skonstruovat dualny vektor pomocou Leviho-Civitovho
tenzoru (pzr. A.1) 3. rddu

Si = 5€ijkSik, (1.7.20)

N =

¢o predstavuje trojrozmerny pseudovektor spinu. Podotykame, ze tento vyraz
(1.7.20) je nutné chipat ako zvycCajny trojpriestorovy zapis v Euklidovskom
priestore.

1.8 Vnutorné symetrie

Okrem casopriestorovych transformaécii sa v kvantovej teérii pola stretdvame aj
s takymi transforméaciami, ktoré stvisia vyhradne so zmenou pola. Pri zvolenom
oznaceni vo formuldcii Noetherovej vety v tvare (1.5.3) a (1.5.4) mame teraz na
mysli také transformaécie, pre ktoré je prislusna funkcia X & ) identicky rovna nule.

Znédmym prikladom z kvantovej mechaniky je globalna zmena fazy vinovej fun-
kcie. Pod globéalnou sa mé na mysli skutoc¢nost, ze k zmene fazy déjde v danom
¢asovom okamihu naraz v celom priestore. V pripade, Ze sa globédlna transforméa-
cia zameni na lokalnu, dochadza k vzniku netrivialnych ¢lenov v interakénej casti
Lagrangianu. Podrobnejsie sa tomuto problému budeme venovat neskor v ¢asti 6.3.

Podobne ako v kvantovej mechanike uvazujme teraz model obsahujici kom-
plexné pole ¢, t.j. ¢ € C. Komplexné pole mozno chapat bud ako dvojicu redlnych
poli (p1,p2) s tym, Ze ¢ = Y1 + ipa, alebo ako dvojicu nezévislych komplexnych
poli (¢, ¢). V oboch pripadoch je odpovedajiici pocet stuptiov volnosti rovny dvom.
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7Z praktickych dovodov sa priklaname skor k druhému sposobu a pod komplexnym
polom budeme v tejto praci preto pracovat s dvojicou (¢, ).

Ako obvykle predpokladdme, ze Lagrangian danej tedrie L je redlna veli¢ina. Z
toho vyplyva, Zze £ moze byt skonstruovany vyhradne z bilinedrnych vyrazov tvaru
P a ich derivicii. Takato kombindcia je zjavne invariantnd vzhladom na dpravu

el = (e"p)* (e o) = ¢/, (1.8.1)

kde A € R a ¢’ oznacduje nové transformované pole. Ocakivame teda, ze Lagrangian
L by mal byt invariantny vzhladom na transformaciu

P = pe

oo =ty oo P = (1.8.2)
Jej infinitezimalna verzia je
= p+iph, P — P —ipA. (1.8.3)

KedZe A je Tubovolné redlne ¢islo, méme v principe k dispozicii istd spojiti trans-
forméciu a je tak na fiu mozné aplikovat tvrdenie Noetherovej vety. Vztahy (1.5.3)
a (1.5.4) nadobudnu tvar

dzt =0, dp= ip A, dp=—ipA, (1.8.4)
Y
T

kde sme zdoéraznili identifikdciu veli¢iny ¥ z vyrazu (1.5.4). Dosadenim do vzorca
pre Noetherovej tok (1.5.23) Iahko odvodime

oL oL oL =
o =y = v =y
(*) 0(9upa) 0(9up) 0(9up)
oL oL

=1

90,5 90"’ (1:52)
kde prvd sumaécia cez parameter a symbolizuje sumovanie cez vSetky pripustné
nezavislé polia modelu. V danom pripade mame k dispozicii zjavne dve nezavislé
polia: p a ¢.

Z matematickej formuldcie Noetherovej vety (1.5.24) dalej vieme, ze Stvordi-
vergencia prudu J* je nulova

9T = 0. (1.8.6)

Na zaklade zaverecnej diskusie v ¢asti 1.5 tvrdime, zZe velic¢ina @) definovand pred-
pisom

. oL . oL
Q= /d?’x JO(x) = z/d?’x [8(8@2)(’0— 8(3090)30 (1.8.7)

sa zachovdva. Ako sa neskOr presnejsie ukaze, je mozné @ stotoznit s celkovym
elektrickym nabojom castic daného modelu. Podotykame, ze v kvantovej teorii
pola méze @ slazit aj na opis inych typov naboja, napr. baryénovy naboj, podivny
naboj, atd.
Poznamka.
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Symetrie pre ktoré plati, ze ¥ # 0, X = 0 zvykneme nazyvat aj vnutornymi
symetriami.

@ je zachovdvajuca sa veli¢ina, t.j. plati rovnica d@Q/dt = 0.

Vo vyraze pre @ sa zatial nikde nevyskytuje zmienka o elementarnom néboji
e.

() predstavuje zatial klasicki a nie kvantovu veli¢inu, kedZe neobsahuje
Planckovu konstantu A.

7 vyrazu pre @ nie je zatial zrejmé, Ze sa jednd o diskrétnu velic¢inu.
Ak ¢ je redlne pole, t.j. ¢ = ¢, tak jednoducho plati Q = 0.

V pripade, ze mame v modeli viacero komplexnych poli, dochddza k zmene
vztahu (1.8.5) na

oL oL
g 2 . 1.8.8
T ot (158)
resp. vztahu (1.8.7) na
oL oL
=i [ d®z { — Qo — a} 1.8.9
Q 8(809%) 4 8(809011) 4 ( )
V uvedenych vyrazoch index a = 1,2, ... prechddza cez jednotlivé nezavislé

polia.
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Kapitola 2

Neinteragujiice (volné) polia

V tejto casti ilustrujeme zavedené teoretické postupy z prvej kapitoly na kon-
krétnych prikladoch klasickych poli. Pre kazdé z poli uvedieme jeho Lagrangeovu
formulaciu a odvodime explicitné vyrazy pre relevantné fyzikalne velic¢iny, ktoré
budt neskér potrebné pri formuldcii im odpovedajicich kvantovych tedrii. Tak-
tiez vykondme prepis ziskanych vyrazov do Fourierovej reprezentécie, ktord sa pri
procese kvantovania ukazuje ako vyhodna. Postupne sa zameriame na opis nasle-
dujticich volnych poli:

a) redlne skaldrne pole,

b) komplexné skalarne pole,

)
c¢) vektorové pole,
d)

elektromagnetické pole.

Podotykame, zZe redlne Castice nemdzu byt v principe opisané volnymi poliami.
Dospeli by sme k mnohym protireceniam s experimentalne ziskanymi vysledkami,
napriklad k sporu s experimentom merajicim magneticky moment elektrénu. Plny
opis redlnych ¢astic musi nutne obsahovat interagujice polia.

2.1 Lagrangeov formalizmus realneho skalarneho
pola

Vo fyzike hraji vyznamnu rolu Lagrangeove funkcie, ktoré si funkciami len
poli a ich prvych derivacii. Priamym désledkom tohto predpokladu sii pohybové
rovnice v tvare diferencidlnych rovnic nie vyssieho ako druhého radu. NavysSe sa
tiez predpokladd, ze Lagrangidny st nanajvys kvadratické funkcie svojich premen-
nych. Pohybové rovnice potom st nutne linedrne a homogénne a obvykle takéto
rovnice vieme exaktne riesit. Tym vlastne ziskame prvy ndhlad do vlastnosti fyzi-
kalneho modelu, ktory chceme analyzovat. Da sa konstatovat, ze v principe vSetky
fundamentalne modely vo fyzike vychddzaju z podobnych uvah.
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Najjednoduchsim prikladom volného pola je jednokomponentné realne pole
o(z) = o(t,x), ktoré sa pri Lorentzovych transformécidch sprava ako skaldrna,
resp. pseudoskalarna veli¢ina. Redlne skaldrne pole nam slizi na opis bezspino-
vych neutralnych cCastic a Lagrangian takéhoto pola je dany vyrazom

1 m?
L=5009) - 54" (2.1.1)

kde parameter m povazujeme za hmotnostny parameter a kineticky ¢len sme za-
pisali v ¢asto pouzivanom skratenom zépise

(9¢)* = (8up) (8" ). (2.1.2)

Pripominame, Ze pracujeme v konvencii Casticovej fyzike h = ¢ = 1.
Pouzitim Eulerovych-Lagrangeovych rovnic (1.4.5) odvodime pohybovi rov-
nicu pre pole p = p(x) v tvare

(O +m?)p(x) =0, (2.1.3)

kde vystupuje diferencidlny d’Alembertov operdtor (] = 92 — V2 a dan4 rovnica
je zndma ako Kleinova-Gordonova rovnica (J. D. Bjorken & S. D. Drell, 1964;
M. E. Peskin & D. V. Schroeder, 1995; N. N. Bogoliubov & D. V. Shirkov, 1980).
Pri jej odvodeni sme vyuzili dva pomocné vztahy

or_
do v

a tiez vztah

oL 1 9 o v 10(0ap)
00.2) ~ 2000,0) PN = 5 56,0 P T T GG

= Janre) + O gro = Jy(org) 1 (040
= (0"p).

Rozmerovo spravnu pohybovi rovnicu je mozné najst priamociarym sposobom.
Po doplneni Planckovej konstanty 7 a rychlosti svetla ¢ dospejeme k rovnici

(D + m;CQ) o(x) = 0. (2.1.4)

Podotykame, ze vyraz

A= — 2.1.
s (2.1.5)

je znamy aj ako Comptonova vlnova dizka. Efektivne ide o priestorovi $kalu,
na ktorej prestdva davat dobry zmysel interpreticia riesenia rovnice (2.1.4) ako
jednocasticovej vinovej funkcie.
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Dalej dosadenim Lagrangianu (2.1.1) do vSeobecného vztahu pre tenzor energie-
hybnosti (1.6.3) dostdvame

oL
(Oup)

Hustotu energie (Hamiltonidn) skaldrneho pola je mozno zapisat v tvare

T =

"o —g""L = (0"9)(0"p) —g"" L. (2.1.6)

m2
T = (80)(8°9) — £ = % — + [&* + (0'0)(0:0)] + T i?

2 2
1.5 1 2 m? 2
= 5% + 2(Vgo) + 5 ¥ (2.1.7)
1 m2
= S (0u9)(0up) + 7 (2.1.8)
2 2

Z predposledného vyrazu je zjavna pozitivna definitnost 7°°. V&imnime si polohu
s¢itavacieho indexu v rovnici (2.1.8), ktord implikuje ocakdvani neinvariantnost
energie voci Lorentzovym transformacidm. Celkova energia polovej konfiguracia je
potom dané integralom

E= %/dgaj [(8,) (Oup) + m2<p2] . (2.1.9)

Dalej vektor hustoty hybnosti 7% je dany vyrazom
T = p(d'yp), (2.1.10)

ktory dostdvame z uz odvodeného vSeobecného vyrazu (1.6.5). Zlozky celkovej
hybnosti P st potom vyjadrené ako priestorové integraly

pi= /d%TO", i=1,2,3. (2.1.11)
V trojrozmernej notacii mozno posledny vztah zapisat v tvare

pP= —/d%« PV . (2.1.12)

Tenzor momentu hybnosti ziskame zo vztahu (1.7.12). Je zrejmé, Ze v tomto
pripade je tenzor momentu spinu nulovy (skaldrne pole nemd vnitorna Strukttru),
a preto je tenzor momentu hybnosti dany vyrazom

M* 5 = 0" p(230ap — a0pp) + L(Tagy — 259%).- (2.1.13)

Polozenim p = 0 v tomto vztahu vidime, ze priestorova hustota momentu hybnosti,
ktora sa zachovava v case, je

M5 = ¢(250ap — 2a0p9) + L(zags — Tpga)- (2.1.14)
2.1.1 Hybnostna reprezentacia

Z kvantovej mechaniky ocakévame, Ze vyhodnejsi ako opis v priamom (kon-
figura¢nom) priestore, je opis zaloZeny na hybnostnej reprezentécii. Fyzikalnym
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dovodom je fakt, ze v pripade volnej Castice sa jej dynamické charakteristiky ako
energia a hybnost zachovavaji. Ide v podstate o priamy désledok predpokladanej
translacnej invariantnosti modelu. V teérii pola je situacia velmi podobna. Preto
sa teraz zameriame na ziskanie Fourierovych obrazov relevantnych dynamickych
veli¢in. Za tymto Gcelom predstavme dané dynamické pole ¢ vo forme Fourierovho
integralu

o(r) = 13/2/dkeik"‘¢a(kz), (2.1.15)

(2m)
kde vyraz v exponencianej funkcii
k-x=ktat =k%2° —k-x (2.1.16)

predstavuje skalarny stcin a infinitezimélny element dk predstavuje stvorrozmerny
objem dk%d3k vo frekvenéno-hybnostnej reprezentécii. Jednym z dosledkov reél-
nosti pola ¢ je fakt, ze jeho Fourierov obraz ¢ musi spliiat rovnicu

o(k) = ¢(—k). (2.1.17)
Uvazujme komplexne zdruZzeny vyraz k rovnici (2.1.15)

o(z) = (%rl)g)m/dkeik'mé(k) (2.1.18)

a vykonajme zamenu premennych podla predpisu
ky, — —k,. (2.1.19)
KedZe ale kazdi integra¢nd premenni v (2.1.15) integrujeme v rozsahu od —oo do
400, dostaneme
o(z) = [ e* T G(—k) (2.1.20)
COEE . 1.

Predpoklad redlnosti daného skaldrneho pola p(z) = ¢(z) potom priamo vedie na
uvedeni podmienku (2.1.17).

Dosadme dalej Fourierov rozvoj (2.1.15) do pohybovej rovnice (2.1.3). Postupne
mame

0= (O0+m?)p(z) = [0,0" + m*]p(x) (2.1.21)
— (27:)3/2 /dk P(k)[0,0" + m?e'r ™ (2.1.22)
_ (2;)3 - / dk 3(k)[ik"D, + m?)e**

- (2771)3/2 /dk G(k)[—k?* + m?)et, (2.1.23)
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kde k% = (k%)% — k? je ekvivalent zndmeho relativistického vztahu E? = p? + m?
(v jednotkach ¢ = 1). Z rovnice (2.1.23) vidime, ze Fourierov obraz pola @(k) musi
vyhovovat rovnici

(k* —m?)@(k) = 0. (2.1.24)

Pre k? # m? mame @$(k) = 0. To nds prirodzenym spdsobom motivuje k prepisu
¢ do vhodnejsieho tvaru

g(k) = 6(k* —m?)p(k). (2.1.25)

Diracova delta funkcia na pravej strane zabezpeci splnenie relativistického vztahu
medzi “energiou” kY, “hybnostou” k a druhou mocninou hmotnosti m?

k* —m? = (k)2 —k* —m* =0. (2.1.26)

Zapis (2.1.25) dosadime do Fourierovej reprezenticie (2.1.15) a preintegrujeme cez
frekvenéni premennt k°. Najskor izolujme prislusni éast

o(w) = [ Gz €80 — ()

d*k —ik-x 0 ik%z° 2 2 0
= CSEE e dk” e 0(k* —m=)p(k”, k). (2.1.27)

Diracovu delta funkciu na pravej strane upravime pomocou znameho vztahu

N
(7 =Y W (2.1.98)

kde {z;}Y, je mnozina korefiov rovnice f(x) = 0. Pomocou tejto relacie Iahko
ndjdeme potrebny rozklad delta funkcie v (2.1.27)

S(k? —m?) = 6((k°)* — k? —m?) (2.1.29)
S(K° — VEZ+m?)  §(k° + VEZ + m?)

= + . 2.1.30
2vVk? +m? 2vVk? +m? ( )

Pre zjednodusenie odvodenia oznaéme vyraz p° = vk2? +m2 a rovnicu (2.1.27)
dalej upravujme

3 0
plz) = / (dk AR o2 (510 — %) + 6(k° + p) (KO, k)

27r)3/2 w
d3k —ik-xy ip'x° —ip020
:/We R o k) + e T p(—p” k). (21.31)

V druhom vyraze na pravej strane vykonajme zdmenu argumentu k — —k (vplyv
integra¢nych hranic zabezpeci, ze celkové znamienko integralneho vyrazu sa ne-
zmeni) a preznaéme p° — k° = v/k2 + m?2. Dospejeme tak k nasledujiicemu vyrazu
pre pole ¢(x)
1 d*k —ik-w ik 2° 0 ikx —ik%2° 0
p(z) = (@n)2 / 250 e e (k" k) +e™%e o(—k", —k)]
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1 dgk ik-x —ik-x
= (271')3/2/2k0[ek (k) + e o(—k)]| o zrmz- (2.1.32)

Vidime, ze v poslednom vyraze nie je hodnota kg Iubovolna, ale pevne uréena hod-
notou vektora k. Ak nebude uvedené inak, dalej v tomto texte budeme mat vzdy
na paméti splnenie relativistického vztahu kg = v'k2 + m? medzi premennymi kg
ak.

Ako sa neskor ukaze pri procedure kvantovania v kapitole 5, je vyhodné vysle-
dok (2.1.32) zapisat v tvare sic¢tu dvoch ¢lenov

p(z) =T (x) + ¢~ (2), (2.1.33)

ktoré su definované

@)= [ o R = mE R, () = 0 )p(h). (2134

Clen T bude neskér odpovedat kreaénym operdtorom a ¢~ zase anihilaénym
operatorom.

Z redlnosti pola ¢ sme odvodili podmienku (2.1.17), ktord odpovedd podmien-
kam

(@ (k) =9~ (k). (o~ (k)" =¢" (k). (2.1.35)
TaktieZ je mozné néjst inverzné vztahy k vztahom (2.1.34) pomocou funkcii ¢(x)

a p(z) = Ohp(x)

o (k) = / @C:;ﬁm TR (K0 0(2) F ip(x)]. (2.1.36)

Kvoli zjednoduseniu neskorsieho prechodu ku kvantovym poliam je vyhodné prepi-
sat rozklad (2.1.32) do nového tvaru. Pre tento tcel zavedme nasledovné oznacenie

+ -
¢ (k) _p (k)
W= k= . Eo=k = &2+ m2. (2.1.37)

Potom méame

O Pk 1 ke () = / I S e
2T ) e aE 0 P e vaE,
(2.1.38)

V takomto a podobnych vyrazoch je potrebné mat vzdy na pdmati, ze Fy je pevne
dané vyrazom FEy = vk? + m?2. Stihrnne je tak skaldrne pole mozné predstavit v
tvare

3
o(x) :/&L [a emthw 4 gl gtkr (2.1.39)
(2m)3/2 \2Ey, L'F k
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Analogicky druh zapisu budeme vyuzivat aj pri analyze inych druhov poli (spino-

rové a vektorové).

2.1.2 Zlozky tenzora energie-hybnosti v hybnostnej repre-
zentacii

Hustota energie je uréena vyrazom (2.1.7) a celkové energia PY skaldrneho pola
je preto dand prislusnym priestorovym integralom

1
PO = /d?’xTOO =5 /d% [@° + [Vo? + m*p?]. (2.1.40)

Do tohto vyrazu teraz dosadime rozklad (2.1.33) a (2.1.38). Po roznésobeni dosta-
neme

P= / 42 [(0,9) () + m2e?]

= %/d%{(@wﬂ@w*) +2(0,0M)(0,07) + (B ) (0u07)
m2(pT ot + 20T o + o)} (2.1.41)

D4 sa ukéazat, ze ¢leny s rovnakymi znamienkami v exponente davaji nulovy vklad.
Pouzitim hybnostnej reprezenticie (2.1.38) napriklad mame

/ d*z {(8,p™) (Bup™) + mPpT T}

A3k A3k 1 A /
T Z(Ek+Ek/):1: 2 koK /d3 —ix-(k+k')
/2 TkEk/ a (m © u) (2m)3 re

5(k+k')

a3k :
- / ——abal ¥ Pero(m? — B2 4+ K?). (2.1.42)

KedZe ale vieme, Ze je splneny relativisticky vztah Ep = vk2 +m? vidime, Ze
ziskany vyraz (2.1.42) je identicky rovny nule. Td istd dvahu mozno pouzit pre
bilinedrny vyraz vzhladom na ¢~ . Na druhej strane, ¢leny odpovedajice struktire
ot~ dévaji nenulovy vklad. Postupne upravujme nasledujtci integral

/ &z {0, (Oup™) + m*eT ™}

Ba [ P . o
:/ e / s tkan o' PP T T b )

A3k A3k Bz _, /
T e Z(Ek Ek/)x k k/ / —Z(k!—k ):c
/2\/EkEk/ Uk [kick, +m] 2m)3¢

d3k
/QE akak [EZ + k? +m?]
—_—

2E}
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:/d3k Eyalay. (2.1.43)

Nakoniec preto energia skaldrneho pola (2.1.42) nadobtida v hybnostnej repre-
zentacii tvar

P° = /d3k Epala,. (2.1.44)
Rovnakym sposobom vieme najst vyraz pre priestorové zlozky stvorhybnosti
P = /d%TOi = /d3k Kalay; i=1,2,3. (2.1.45)

Ak by sme pri odvodzovani dodrziavali poradie suc¢inov a kvoli prehladnosti pisali
k% namiesto Ey, dospeli by sme ku kompaktnému vyrazu
PH = %/d% k”[a};ak + aka;;]; w=0,1,2,3. (2.1.46)
Uvéadzame ho z dovodu jeho neskorsieho pouzitia pri kvantovani teérie skalarneho
pola, kedy sa prislusné polia ¢* nahradia odpovedajticimi operatorovymi vyrazmi.
Ziskany vysledok (2.1.46) je mozné priamociaro fyzikdlne interpretovat v rdmci
reprezentacie obsadzovacich ¢isel zndmeho z nerelativistickej kvantovej mechaniky.
Vyraz aLak tak predstavuje hustotu ¢astic v hybnostnom priestore s hybnostou k,
energiou Ey, = kY a hmotnostou m = \/k2 — k2. Zarovei plati, e dané ¢astice st
bezspinové a nenabité.

2.2 Komplexné skalarne pole

Uvazujme teraz komplexné skaldrne pole o(x) = ¢1(x) + ipa(x); 01,2 € R,
ktoré je plne popisané dvojicou svojich nezdvislych zloZiek ¢ 2. V konkrétnych
vypoctoch je ale vyhodnejsie pracovat s dvojicou poli ¢ a ¢, kde symbol * oznacuje
operaciu komplexnej zdruzenosti. Lagrangian takéhoto pola ma tvar

L = (0up)(0"¢) — m*dyp. (2.2.1)

Takto definovany vyraz je zjavne redlna veli¢ina. Dalej je zrejmé, Ze pocet pohy-
bovych rovnic by mal odpovedat poc¢tu stupnov volnosti daného systému, ktory
je v danom pripade rovny dvom. Pri aplikacii vzorca pre Eulerove-Lagrangeove
rovnice (1.4.5) je preto potrebné vziat do dvahy nezédvislost poli ¢ a . Ziskavame
tak dvojicu rovnic

(O+m?)e = (O+m?)p=0. (2.2.2)

Tenzor energie-hybnosti sa ziska priamym dosadenim do vSeobecného vyrazu
(1.6.3) s opit redlnym vyrazom

Tw = (0u0)(0vp) + (000)(0up) — g L. (2.2.3)
Prislusné zlozky Stvorhybnosti (1.6.5) su v explicitnom tvare rovné
T = (0,9)(Dup) + m*dep, (2.2.4)
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0p Op  0p Oy

TV = — | 5= |
0x0 Ozt Oxt 020 |’

i=1,2,3. (2.2.5)

V pripade prvého z tychto vztahov sa sumuje cez scitaci index p a vidime, ze sa
nejedna o relativisticky invariantny vyraz. Po rozpisani do zloziek ale dostaneme
ocCakavany pozitivne definitny vyraz pre celkovi energiu pola

= ¢ + [Vol* + m?|p]. (2.2.6)

Vdaka predpokladanej invariantnosti voci ¢asovym transldciam sa tento vyraz v
literatire stotoznuje s Hamiltonidnom.

Ako bolo naznacené v podkapitole 1.8, komplexné polia sa vyznacuji vnitor-
nou symetriou, ktorej doésledkom je existencia nenulového stvorvektora prudu

JH = i[p(0"p) — (0" @)e]. (2.2.7)

Ten teraz nebude nulovy, pretoze podla predpokladu pole ¢ nie je totozné s polom
&, t.j. ¢ # . Spinovy moment je podobne ako pri redlnom skaldrnom poli rovny
nule.

Analogickym postupom ako bolo uvedené v kapitole 2.1 vieme vSetky uvedené
vztahy prepisat do hybnostnej reprezentacie. Hlavny rozdiel spociva v nutnosti
zavedenia dvojnasobného poctu poli

1 .
+ +ik-x, £
() = @y /dch m?)etF Tt k), (2.2.8)
1 ,
pE= 2 2\ tik-x x+
o (x) = Gn) /dk 0(k* —m®)e o (k), (2.2.9)
kde po vzore (2.1.34) zavedieme nové oznacenie

L _ etk k) o iE e, (2.2.10)

AS)

Poznédmka:
Pole ¢ (k) nepredstavuje komplexne zdruzené k polu o+ (k). D4 sa ale ukazat,
ze plati

(k) =@ (k). (o7 (k)" =& (k). (2.2.11)

Postupom naznacenym v predoslej casti 2.1.2 sa dalej ukaze, ze Stvorhybnost a
celkovy ndboj st v hybnostnej reprezentacii urcené vztahmi

Pl = [ @5t (e () + 5 ()" (1)), (2.2.12)

Q= / B {5 (k)™ (k) — & (k)p™ (k). (22.13)

Z tychto vyrazov pre P* a @ plyni nasledujtce interpretacie bilinedrnych ¢lenov:

o $T (k) - kreadny operator Castic s nabojom +1,
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e (k) - anihilaény operator ¢astic s ndbojom +1,

e ¢ (k) - kreatny operdtor castic s ndbojom —1,

o 1 (k) - anihila¢ny operator ¢astic s ndbojom —1.
Vo vietkych pripadoch mé4 dand éastica hybnost k, hmotnost m a energiu k° =
=Vk2 +m?2.

V literatire sa moézeme stretnif aj s inym oznacenim, ktoré je zovSeobecnim
oznacenia z podkapitoly 2.1. V danom pripade sa zavidza preoznacenie

grk)=af, o (k)=a, ¢ (k)=b, ¢ (k)=Db]. (2.2.14)

To vedie na nasledujici prepis horeuvedenych vztahov

p(z) = / ﬁL [a e~k 4 pt e“”} (2.2.15)
(2m)3/2 \2E, L * k ’ -
d3k 1 , ,
* _ t —ik-x ik-x
o(x) = / SN [ake +bye ] , (2.2.16)
Q= /d3k |akay, — b (2.2.17)
wo_ 37 1. | 3T T
pr = /d ki (b, + ala] . (2.2.18)

Podobne ako pre redlne skaldrne pole aj tu vyraz Ej predstavuje relativisticky
vztah Vk2 4+ m2. Dalej si vSimnime akym sposobom vstupuji do jednotlivych
vztahov jednotlivé krea¢né a anihilaéné vyrazy. Napriklad v rozklade pre ¢(x)
mame jednak a,, a jednak b;. Uvedomme si, ze oba tieto operatory efektivne zni-
zuju celkovy néboj. Uvidime, Ze toto heuristické pozorovanie mozno interpretovat
ako interferenciu anihilovania castice s kreovanim anticastice.

Vyrazy (2.2.13) a (2.2.17) sa sice liSia v celkovom znamienku, ¢o ale nie je
fyzikdlne relevantné. V danom pripade je dolezité len to, aby sa rozdiel medzi
poctom castic a im prislusnych anticastic zachovaval v case.

2.3 Pidénové pole

Ako moznu netrividlnu aplikdciu komplexného pola si uvedieme jeho pouzi-
tie na popis piénov (7%, 7+, 77). Z experimentu je zndme, Ze ich je mozné po-
pisat vo forme izospinového tripletu ako trojicu zloziek istého vnutorného vek-
torového priestoru. Z historickych dévodov sa tento priestor nazyva ako izospi-
novy (D. Griffiths, 2008; N. N. Bogoliubov & D. V. Shirkov, 1980; N. N. Bogoliubov
& D. V. Shirkov, 1983). Zvycajne ich preto opisujeme pomocou trojkomponentnej
polovej funkcie. Existuju dve rdzne reprezentacie, ktoré sa zvyknu pouzivat:

(i) trojica redlnych poli m;(x) e R, ¢=1,2,3:

m(z) = {m(z), m2(x), m3(2)}; (2.3.1)
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(ii) trojica antizdruzenych komplexnych poli ¢ 2 € C:
p(r) ={p1(2), p2(2), 03(2)}; @3 = @2, @1 = —ps. (2.3.2)

Podotykame, ze oznacenie tuénym pismom teraz odpovedd vektoru v abstraktnom
(izospinovom) priestore a nejednd sa o zvycajny trojrozmerny euklidovsky priestor.
Vztah medzi reprezentaciami (¢) a (i¢) je mozné lahko najst

7T1—i7T2 7T1+i7T2

= —_—, =TT 5 = 2.3.3
©1 NG P2 3, ¥3 NG ( )

Dalej experimentélne fakty vedd na poziadavku, aby bol Lagrangian pre volné
piénové pole invariantny vzhladom na rotéciu v izospinovom priestore. V repre-
zentécii (2.3.1) ma potom nasledujici kompaktny tvar

1 m?
kde teraz “-“ predstavuje skalarny sucin v izospinovom priestore. Naopak pre

volbu (2.3.2) dostaneme

1, . z,
L= 5(0u9)(0"p) ~ %90 e
. . 1 . .
= [(8u$1) (0" 1) — mP*101] + = [(0uP2) (0" 2) — MP 23], (2.3.5)

2

Izotopickd invariancia Lagrangidnu (2.3.4) vedie k novému zdkonu zachovania -
pre izotopicky spinovy vektor I. D4 sa ukazat, ze zlozka I3 odpoveda elektrickému
ndboju (D. Griffiths, 2008; N. N. Bogoliubov & D. V. Shirkov, 1980).

Uvazujme rotaciu o uhol « v rovine (12) v izospinovom priestore, ktorej expli-
citné vyjadrenie je

T =T cosa — mesina, Th=mSina+ mecosa, T = 3. (2.3.6)
V reprezentécii (2.3.2) tato rotdcia potom odpovedd transformdcii
p — ¢’ = exp[—iT3a]¢p, (2.3.7)
kde matica T3 predstavuje diagonalnu maticu
10 0
T5=1000 |. (2.3.8)
00 -1
Na pouzitie Noetherovej vety ndm postadéi infinitezimalny tvar vztahu (2.3.7)

o'~ (1 —iT3a)p
= — iT3pq. (2.3.9)
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Z posledného vztahu vidime, zZe funkcia ¥ (pozri definiény vztah (1.5.4)) je

= U = —iTsep. (2.3.10)
Tento vztah po zlozkach predstavuje

U, = —i(T3)mrer = —i(13) mmPm. (2.3.11)

Samozrejme v poslednom ¢lene uz nedochadza k sc¢itavaniu cez index m. Analo-
gicky dospejeme k vzfahu U =T, 3.

Kedze sa jednéd o vnutornu symetriu, tak odpovedajuci vyraz X vo formulacii
Noetherovej vety (1.5.3) je identicky rovny nule. Nésledne je preto mozné zapisat
vdaka vztahu (1.5.23) Noetherovej tok

oL
oM (x) = —————V,. 2.3.12
Je teraz vyhodné pouzit Lagrangidn (2.3.5) s tym, Ze sa uvazi nezdvislost poli
©1, 91 a 2. Vo vysledku potom mozno spétne zaviest pole @3 vztahom g3 = —1.

Po zlozkach preto vieme (2.3.12) zapisat v tvare
OF — JH(z) = ip(x)T30" ¢
= ipi(z) (150" p);

@
i©i(2)(T3)im0" om. (2.3.13)

Celkovy naboj je potom
Q=1I3= i/d% (D161 — P3¢3]. (2.3.14)

Pole o = w3 neprispieva k hodnote @, zatialCo polia 1 a 3 zjavne prispievaja
opa¢nymi znamienkami. Odtial tak plynie identifikdcia

o1~ pa~m, gz~ (2.3.15)

2.4 Vektorové pole

Vektorové pole U* = UH(x) pozostdava podobne ako iné vektory v Specidlnej
tedrie relativity zo Styroch zloziek Uy, U1, Uy a Us, pricom kazda z nich je funkciou
Casopriestorovych siradnic. Tieto zlozky sa musia samozrejme transformovat ako
kovariantny stvorvektor. Pri Lorentzovych transformaciach

'y =z, +0x,, 01, =wur’, wu +w, =0.
sa preto vektorové pole U, transformuje podla predpisu

U, (z') = Uu(x) + 0U,, oU* =w"U,(z).
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Na zaklade toho, ¢o sme si uviedli o skalarnom poli v casti 2.1 by sme naivne mohli
ocCakavat, ze Lagrangian vektorového pola je dany vyrazom

1 N m?2 u
L= —5(8MU )(O*U,) + TUMU . (2.4.1)

Zjavne oba ¢leny predstavuju Lorentzove skaldry a Lagrangian vlastne predsta-
vuje kovariantny sucet Styroch Lagrangianov. D4 sa priamociaro ukézat, ze tento
Lagrangian povedie na Kleinovu-Gordonovu rovnicu pre kazdu zlozku U,;p =
=0,1,2,3. Zaroven sa z neho daju odvodif dynamické premenné, ktoré by pred-
stavovali kovariantné zovseobecnenia odpovedajicich vyrazov pre skalarne pole.
Ukazuje sa ale, ze tdto volba nepovedie na pozitivne definitny vyraz pre ener-
giu. Casové zlozka Uy sposobi existenciu zapornych ¢lenov. Na odstranenie tohto
problému sa postuluje dodato¢nd podmienka

9,U" =0, (2.4.2)

ktora sa z hladiska struktury javi ako jedind mozné, ktord je jednak Lorentzovsky
invariantna a linedrna vzhladom na zlozky vektorového pola. Efektivne sa tym
redukuje pocet nezavislych zloziek zo Styroch na tri a takéto pole potom opisuje
Castice so spinom 1. V skutoc¢nosti sa preto pracuje s Lagrangianom, ktory auto-
maticky vyhovuje podmienke (2.4.2). Ten je mozno formulovat v tvare

1 2
L= = Hy B + U U, HY = 9'U7 = 0° U™, (2.4.3)

Tento Lagrangidn sa 1isi od Lagrangidnu (2.4.1) pritomnostou vyrazu
1 1%
5(8MU1,)(8 Uh).

Poznédmka:
Pri konstrukcii vektorového pola so spinom jedna mozno postupovat aj inym
sposobom. Predpokladajme Lagrangian vo vseobecnom tvare

L= —%a(aﬂUy)((?“U”) - %ﬁ(a,th)(a"Uﬂ) - %mQUHU“ —J,U", (2.4.4)

kde o, 8 a m? su nejaké konstanty a J,, je vonkajsi prad, ktory by mohol prin-
cipidlne zavisiet na poli U* (inak ako linedrne, lebo tento ¢len sme uz vzali do
tvahy). Pomocou (1.4.5) odvodime Eulerove-Lagrangeove rovnice pre U,

U, + B0, (0,U") + m*U, = —J,,.
Stvordivergencia tejto rovnice déva
(o + B)T(ONU) + m20\U> = =0\ J*, (2.4.5)

ktordt mozno interpretovat ako pohybovii rovnicu pre skaldrne pole ¢ = 9 \U> s
hmotnostou m?/(a + ) a zdrojom 9\J*/(a + (). Ak je ale cielom konstrukcia
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modelu vyhradne pre Castice so spinom 1 a nie spinom nula, tak je potrebné
zbavit sa médu 9\U™. Volba o = — 3 zabezpedi, 7e sa skalarna ¢ast 9\U™ vyjadri
pomocou vonkajsich pridov ako —dyJ*/m?. Nakoniec mozno konstantu o tiplne
eliminovat z teoretického popisu predefinovanim pola U, — U, /a. Preto mozeme

jednoducho polozit @« = — = 1 v navrhnutom Lagrangidne (2.4.4) a dostat
1 1
L= HuH" — §m2UﬂU“ - JU", (2.4.6)
kde
H,, =0,U,-0,U,. (2.4.7)

|

Hoci maji Lagrangidny (2.4.1) a (2.4.3) na prvy pohlad rozne tenzory energie-
hybnosti, momentu hybnosti atd., je mozné ukazat, ze rozdiely medzi tymito vy-
razmi vymizni, ak sa spravne zoberi do tvahy pohybové rovnice a dodatocna
podmienka (2.4.2).

7 diskusie o skaldrnom poli uz vieme, ze komplexné polia popisuju nabité
Castice a redlne polia neutralne. V dalSom sa zameriame na pripad komplexného
vektorového pola, pricom je jasné, ze pri analyze redlneho pola by sme dostali
rozdielne vysledky iba pri vyrazoch pre prid a naboj.

Uvazujme teda Lagrangidn komplexného vektorového pola v tvare

L =—(0"U,)(8,U") +m>U,U" (2.4.8)
spolu s doplnujicimi podmienkami
9, U" =0U =0, 9,U" =0U =0. (2.4.9)

Pomocou Eulerovych-Lagrangeovych rovnic (1.4.5) odvodime pohybové rovnice

*

O+ m*)Uu(z) =0, (O+m*)U,(z) =0. (2.4.10)

Postupujeme dalej a vypocitame tenzor energie-hybnosti

Ty = = (00,000 + 000U gL, (24.11)
stvorvektor prudu

Jy = —i {I*JQ(B,LU“) - (QJL)UQ} (2.4.12)
a nakoniec tenzor spinového momentu

Sv(ne) — [[D"’(@”U”) + (8”(*]“)U" - (*J“(@”U") - (8”[*]")U“ . (2.4.13)
Polozenim v = 0 v rovnici (2.4.11) ziskame vyrazy pre hustotu Stvorhybnosti

T = —(8,U,)(0,U") — m*U,U",
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T = (0°U,) (0" U™) + (9*U,)(8°U™), k=1,2,3. (2.4.14)

Podobne z vyrazov 2.4.12 a (2.4.13) dostaneme hustotu naboja
JO = —i [[*]M(@OU“) — (8°U,,)U* (2.4.15)

a priestorovi hustotu zloziek vektora spinu

S; = 5”2’“1 /d% 59, (2.4.16)
89 = U1(3°Uy) + (8°Ux)U; — U (8°U1) — (8°U0) U (2.4.17)

Nezabudnime na implicitni suméciu cez indexy k a l v (2.4.16).

2.4.1 Hybnostna reprezentacia

Na dalsi postup potrebujeme prepisat dynamické premenné do hybnostnej re-
prezentacie. Zakladné vztahy predstavuji zovSeobecnenie vyrazov, s ktorymi sme
sa stretli pri skalarnom poli

Uu(z) = W /dk: e 5(k2 —m2)U,(k), (2.4.18)
0, () = W / dk F 7S (k2 — m2) 0, (k). (2.4.19)

Dané polia rozlozime na ¢asti s kladnou a zapornou energiou (frekvenciou)
Uu(z) = Ut (2) + U, (), Uu(z) = U} (2) + U, (2). (2.4.20)

Po preintegrovani cez premenni k°, dostaneme trojrozmerné hybnostné integraly

1 a3k .
+ _ +ik-x yrt
U () = Gy | v @ U ), (2.4.21)
* 1 a3k oo
+ _ +ik-x 7t
Uib(®) = o373 U (k). (2.4.22)

(27)3/2 /270 € I

Zaviedli sme pritom analogické skratené zdpisy ako pri skaldrnom poli v (2.1.38).
Expliticne teda mame

iy UE(R) iy Ui (k)
UE(k) = Nk UE(k) = TR (2.4.23)
UL (k) = 0(K°)U,.(£k), UE (k) = 0(k°)U,,(£k), (2.4.24)

kde energia je opif viazana ocakavanym relativistickym vztahom k® = k2 + m?2.
Podmienka komplexného zdruzenia nadobtuda tvar

(Ua(k)" = Uu(=k), (U (k)" = UJF (k). (2.4.25)



Po dosadeni rozlozenia (2.4.22) do vyrazov (2.4.14), (2.4.15) a (2.4.17) a prein-
tegrovani cez priestorovi premennd d3z, dostaneme §tvorvektor energie-hybnosti

pr— / BT — — / Pr R [T (R)U (k) + UF (R)U" (k)] (2:4.26)
celkov§ nitboj

Q= /d% JO = — /d3k [ﬁj(k)U‘“(k) - f];(k)U*“(k:)] (2.4.27)
a vektor spinu

S—i / @ [0+ (k) x U~ (k) — U (k) x U ()] (2.4.28)

D4 sa ukézat, Ze spin (2.4.28) nezdvisi na Case, ¢o je dosledkom symetrie tenzora
energie-hybnosti (2.4.11).

Pouzitim podmienky (2.4.9) vo vztahu pre stvorhybnost (2.4.26) pozorujeme,
ze Clen s indexom a = 0 nie je pozitivne definitny. Teda vo vSeobecnosti nevieme
zabezpecit, aby bola celkova energia pozitivna veli¢ina. Tento problém sa vyriesi
pri naloZeni (ako uz bolo spomenuté) dodatocnej podmienky (2.4.9), ktord v hyb-
nostnom priestore nadobuda tvar

KUE(k) =0, KUE(K)=0. (2.4.29)

Tieto rovnice ndm vlastne hovoria, Ze jednotlivé zlozky pola U, nie st nezavislé.
S pomocou (2.4.29) vyjadrime ¢asovi zlozku Uy pomocou priestorovych

1 n = 1 n -
UE(k) = —75k U (k), UF(k)= — 2ok UZ (k). (2.4.30)

Nésledne vyrazy dosadime do pravej strany rovnice (2.4.26) a ziskany kvadraticky
vyraz upravime

~UE(k)UTH(k) = U (k)U;T (k) — @ (kmaj;(k)) (k”U;F(k)). (2.4.31)

Tento vyraz je mozné diagonalizovat s pomocou vhodnej volby stradnicového sys-
tému v k—priestore

U(k) = ejay (k) + 62(12(]6) + I;];:ag(k), (2432)

ktord interpretujeme ako rozlozenie na longitudinalnu (pozdiinu) a transverzalnu
(prie¢nu) zlozku vzhladom na hybnost k. Jednotkové vektory e; a ey si ortogo-
nalne s vektorom k. Splnaju teda relacie
(er-es)=0brs, (e-k)=0; rs=12. (2.4.33)
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Dosadenim (2.4.32) do (2.4.31), ziskame

~UE(k)UF (k) = it (k)a;) (k). (2.4.34)

Vyuzitim tohto prepisu v rovniciach pre Stvorhybnost (2.4.26) a naboj (2.4.27)

dospievame nakoniec k diagondlnym vyrazom

PH = /d3k K [a)f (k)a, (k) + a, (k)a;t (k)] , (2.4.35)

n

Q= /d3k [a} (k)ay, (k) — a, (k)a; (k)] . (2.4.36)

Pritom je explicitne zrejmé, Ze sa v pripade energie jednd o pozitivne definitny
vyraz. Cez priestorovy index n sa v tychto vyrazoch samozrejme sumuje.

2.4.2 Spin vektorového pola

Aby sme si objasnili vztah medzi amplitidami a zavedenymi v rozklade (2.4.32)
a spinovymi premennymi, analyzujme projekciu spinového vektora na smer vlno-
vého vektora. Dosadime (2.4.32) do vyrazu pre vektor spinu (2.4.28)

Sy ~ [if (k)az (k) — i (R)ay (k) + g (K)af (k) — iy (K)o (k)] . (2437)

Takto ziskany vyraz mozno diagonalizovat pomocou linedrnej transformécie

i:b%‘H’zi ai:bf—bgt o — bt

1 \/§ ’ 2 ’L\/§ ’ 3 3

) S ) e ) .

Fo it =it =2 az = by, (2.4.38)

a s a5 =1—F—,
! V2 ? V2

ktord navyse nemeni diagonalny tvar P, a (). Sthrnne mame pre komplexné vek-
torové pole tieto vyrazy

*

P = /d3k ot [é;(k)b;(k) —s—b:{(k)b;(k)] , (2.4.39)

Q= / &3k [é:(ks)b;(kz) - é;(k)b;t(k)] , (2.4.40)

*

S5 ~ [BF (k)T () = b7 (k)b (k) + b (k)0F (k) — bF (R0 ()] . (2.4.41)

Interpretacia kvadratickych vyrazov obsahujtcich amplitiudy bt a bt je priamo-
¢iara. Mozno ich povazovat za hustotu stredného poctu castic s danou hodnotou
energie, hybnosti, ndboja a projekcie spinu na smer pohybu. Veli¢ina 1*32_ (k)b3 (k)
napriklad predstavuje hustotu ¢astic s hybnostou k, energiou k°, ndbojom —1 a
projekciou spinu na smer k rovnd +1, velicina bg (k)bi (k) zase predstavuje hus-
totu Castic s hybnostou k, energiou k°, ndbojom —1 a projekciou spinu na smer k
rovnua 0, atd.

Ako neskor ukazeme, kvantovanie vektorového pola povedie na krea¢ny opera-
tor castic b;(k) s energiou k°, hybnostou k, ndbojom +1, projekciou spinu —1,
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zatial¢o amplitida b (k) sa stane anihilaénym operatorom pre ¢astice s rovnakymi
charakteristikami. Odtial na zaklade (2.4.32),(2.4.38) a (2.4.41) mozeme tvrdit, Ze
amplitiady a1 2 odpovedaju linedrnej polarizicii a by 2 zase kruhovej. Komplexné
vektorové pole tak slizi na opis nabitych astic s hmotnostou m = (k3 — k?)'/2 a
tromi moznymi projekciami spinu na smer pohybu, ktoré odpovedaji hodnotam
+1,—-1a0.

2.5 Elektromagnetické pole

V pripade volného elektromagnetického pola (bez pritomnosti viazanych nabo-
jov a prudov) nadobiidaju Maxwellove rovnice (A. N. Vasil’ev, 2011; L. D. Landau
& E. M. Lifschitz, 1975) nasledujtci symetricky tvar

V x E = —9,B, V x B=9,E,
V- -B=0, V- E=0, (2.5.1)

kde sme pre jednoduchost zapisu polozili rychlost svetla ¢ = 1. Elegantnejsi zapis
vieme dosiahnut zavedenim Stvorpotencidlu

AP = (@, A). (2.5.2)
Polia FE a B sa daju vyjadrit pomocou A* nasledovnym sp6sobom
E=-Vp—-0A, B=VXxA. (2.5.3)

Heuristické ivahy nas nabadaju ku konstrukcii antisymetrického tenzora druhého
radu. Ten je dany jednoducho rozdielom derivacii stvorpotencidlu

F,ul/ = a,uAl/ - auA,u (254)

a nazyvame ho tenzor elektromagnetického pola.
Lahko odvodime vztahy medzi vektormi E, B a zlozkami tenzora F},,. Najprv
si vSimnime, ze plati
0A

FO = 9%4" — 9740 = ((% + v(p> = —E". (2.5.5)

Pre cisto priestorové zlozky tenzora F*" zase postupne dostavame
Fii=0'AT — A" = —9; A7 + 9; A
= —(9m9h = 9n93)Om A"
= —glkhmng A" = Uk Bk (2.5.6)
kde sme vyuzili vlastnosti Leviho-Civitovho symbolu, ktoré su zhrnuté v A.l.
Podotykame, 7Ze v danych vyrazoch (2.5.6) pracujeme s trojrozmernymi vektormi,
a preto je poloha indexov v Leviho-Civitovom symbole irelevantna.

Vztah (2.5.6) dalej prendsobime vyrazom ™% vyuzijeme (A.1.4), a tym do-
spejeme k

eMiIpi = _gmiigiikgk — _osmpk — _opm, (2.5.7)
49



Zlozky tenzora elektromagnetického pola s tak v nasledujicom vztahu s fyzikal-
nami poliami £ a B

1
E™ = (E)n = —1'no, B™ = (B)m = _§5mnans~ (258)

V maticovom zapise potom dany tenzor F*¥ nadobuda tvar

FOO FOl FO2 FOS 0 7Ex 7Ey 7Ez

o _ | FOFUFR?ER B0 -B. B, 259)
FQO F21 F22 F23 Ey Bz 0 _Ba:
F3O F31 F32 F33 Ez —By Bx 0

Jeho plne kovariantna verzia je zase dané

0 E, E, E,
-FE, 0 -B, B
F,, = ’ R (2.5.10)
-F, B, 0 —-B;
-E, -B, B, 0
Pri tomto odvodeni postaci pouzit zname pravidlo Specialnej teérie relativity, ktoré
nam hovori, ze pri znizeni casového indexu nedochddza k zmene znamienka, ale
pri znizeni priestorového ano.
Maxwellove rovnice si kompaktnym spdsobom obsiahnuté dvojicou rovnic
O F" =0, (2.5.11)
OPFM 4 9V FM 4 9P FYN = 0. (2.5.12)

Prva z rovnic obsahuje v pritomnosti zdrojov elektromagnetického pola na pravej
strane zdrojovy clen

O F" = J, (2.5.13)

kde vystupuje Stvorvektor prudu J* = (p, J).
Rovnica (2.5.12) je trividlne splnend vdaka antisymetrickosti tenzora F),,,. Na-
opak, zo vztahu (2.5.11) vyplyva pohybové rovnica

DA, — 0,0,A4" = 0. (2.5.14)

Pozndmka:
Vztah (2.5.12) je znamy aj ako Bianchiho identita a zvykne sa zapisovat v
ekvivalentnom tvare
8[0Fp.l/] =0, (2.5.15)
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kde naznacena indexova operacia predstavuje operaciu plnej antisymetrizacie, t.j.
plati

1
a[aFuu] = 5 <ach,uv + auFua + auFo,u - achl/;L - aﬂFO'l/ - auF;La> .

Priamociaro sa da ukazat korespondencia
OnFu) =0V -B=0, ,B=-VXE, (2.5.16)
resp.
O F" =0V .-E=0, 0,E=V xB. (2.5.17)

Na odvodenie hustoty Lagrangidanu elektromagnetického pola vyuzijeme Ha-
miltonov extremélny princip. Za tymto Géelom vyndsobme rovnicu (2.5.11) (infi-
nitezimélne malou) varidciou 64, = §A,(x). O tej predpokladame, ze vymizne pre
pevne zvolené ¢asové okamihy ¢1 a t. Vysledny vyraz preintegrujeme cez prislusnii
Casopriestorovil oblast a upravujeme

tz  ppmv t2 dA,
0= / dz §A, = _/ dg FHv ey —
t1 ty1

oxH OxH

1 [*2 04, 1 [ 0A,
= —f/ dx F*§—2L — 7/ dg FvHe =L

2 Jy, ox+ 2 [, ozv

U

1 [t
=2 / dz F*§F,,

2 t

1. ([t
=0 [ dwF"E,, (2.5.18)

ty

kde sme vyuzili zvycajné postupy ako metdda per partes, zdmenu variacie s de-
rivaciou, pripocitanie ¢lena so zamenenymi indexmi a antisymetrickost tenzora
elektromagnetického pola F),,. Hustota Lagrangidnu pre volné elektromagnetické
pole je preto dana vyrazom

1
L= FuF". (2.5.19)

Po dosadeni za F*” vieme ziskat aj ekvivalentné vyrazy
1 1
L= —5(8VA“ — 0, A" A = 5(E2 — B?). (2.5.20)
V pripade pritomnosti vonkajsich zdrojov elektromagnetického pola nadobudne

Lagrangian tvar

L= fiFWF”” — J, A", (2.5.21)

Pre podrobnejsie oboznamenie sa s teériou elektromagnetického pola doporu-
¢ujeme (A. N. Vasil'ev, 2011; L. D. Landau & E. M. Lifschitz, 1975).
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2.5.1 Kalibra¢nd invariancia

Potencidl A, nie je ureny jednoznacne. Maxwellove rovnice zostand v platnosti
pri zémene

Ay (x) = Al (z) = Ay(x) + O\ (2), (2.5.22)

kde f(x) je dostatocne hladké funkcia. Taktiez je zrejmé, Ze tdto zdmena nezmeni
ani hodnotu tenzora elektromagnetického pola (2.5.4). Tym paddom nemodzu byt
zmenené ani fyzikalne polia E a B, ktoré si v principe meratelné. Hovorime, ze
dynamicky opis elektromagnetického pola zaloZeny na A, obsahuje nefyzikdlny
(nepozorovatelny) stupen volnosti. Na prvy pohlad sa méze zdat, ze mdme do-
¢inenia s nekoneénym poctom symetrif - pre kazdi vhodne zvolend funkciu A(z)
mame nejaky druh symetrie. Naivné pouzitie Noetherovej vety by nas mohlo viest
k tvrdeniu, ze elektromagnetické pole vykazuje nekonecné mnoho zdkonov zacho-
vania. V skuto¢nosti je ale potrebné kalibra¢ni symetriu (invarianciu) chapat ako
redundantny opis. LubovoIné dva stavy, ktoré je mozné prepojit vhodnou transfor-
méciou (2.5.22) st fyzikdlne plne ekvivalentné. Inymi slovami, odpovedaji tej istej
fyzikalnej situdcii. Mohlo by sa zdat, Ze je potom vyhodnejsie vratit sa k pdvod-
nym fyzikdlnym poliam E a B a pracovat radsej s nimi. V kvantovej mechanike
sa ale ukazuje (napr. Aharonov-Bohmov efekt), Ze fundamentdlnu rolu zohrava
Stvorpotencidl A,,.

kalibra¢né
trajektorie

fixacia kalibracie
Obr. 2.1: Kalibra¢na transformécia elektromagnetického pola.

Schematicky vieme dant situaciu znazornit graficky, vid Obr. 2.1. Jednot-
livé krivky odpovedaji réznym rieseniam Maxwellovych rovnic. Pritom vsetky
stavy na danej trajektérii s navzajom prepojené vhodnou kalibra¢nou transfor-
méaciou 2.5.22. Aby sme nezardtavali dany typ rieSenia viackrat, potrebujeme z
kazdého mozného riesenia vybrat vhodného reprezentanta. Forméalne potom hovo-
rime o volbe kalibracie. Musime teda definovat presni podmienku, podla ktorej
volime daného reprezentanta. Rozne volby potom koresponduju s roznymi kalib-
raciami. Vo fyzike sa ¢asto pouziva Lorentzova kalibracia

0, A" =0, (2.5.23)
resp. Coulombova (radiacnd)
V-A=0. (2.5.24)
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Obcas sa mozeme stretnif este s kalibraciou zalozenou na podmienke
n,AY =n-A=0, (2.5.25)
kde n* je pevne dany stvorvektor. Podla jeho charakteru hovorime o
o n? < 0: axialnej kalibricii,
« n? = 0: svetelnej kalibracii,
o n? > 0: éasovej kalibracii.

V tedrii elektromagnetického pola sa najcastejsie pouziva tzv. Lorentzova pod-
mienka 0 - A = 0, ktord istym spésobom obmedzuje mozné potencialy. Tato pod-
mienka ale vedie pri kanonickom kvantovani k problémom (N. N. Bogoliubov &
D. V. Shirkov, 1980; N. N. Bogoliubov & D. V. Shirkov, 1983).

Neskor budeme predpokladat, ze fundamentélne veli¢iny (na ktoré je potrebné
nalozit komuta¢né vztahy) st polia A,. Potom z Lagrangidnu (2.5.20) pomocou
(1.4.6) odvodime, Ze "Casova" hybnost je nulovd mo(z) = 0. Inymi slovami, Lag-
rangian £ nezavisi na Ay a dané pole Ay nemédze byt povazované za dynamicki
premennu teérie. Inak povedané, mali by sme byt schopni vyjadrit Ay pomocou
ostatnych zloziek stvorpotencialu. Dosadme do rovnice V - E = 0 vyjadrenie elek-
trického pola (2.5.3) a ziskame

VA" + V. 9,A=0. (2.5.26)

Téato rovnica ma po formélnej stranke tvar Poissonovej rovnice, a preto vieme
priamo napisat jej rieSenie

o(t, ) /d3 V- 0Al2) (2.5.27)

Cdrle — x|

Teda Ay je v danom ¢asovom okamihu plne urcene priestorovymi zlozkami A.

Problém s rovnicou (2.5.11) spoéiva tiez v tom, Ze v nej vystupujici diferen-
cidlny operator g,,00 — 0,0, nie je invertovatelny. Rozoberme toto tvrdenie pod-
robnejsie, pricom vyuzijeme metédu Greenovej funkcie (dodatok A.2). Hladdme
teraz Greenovu funkciu G*(z,2’), ktord vyhovuje rovnici

(90 = 0,0,)G"? (x,2") = —ghd(z — a'). (2.5.28)

Diracovu delta funkciu aj hladanti Greenovu funkciu predstavime vo Fourierovej
reprezentacii

’ 1 ik-(v—a’

Sz —a') = (27T)4/dke (@=z) (2.5.29)
1 , ,

G"(x,2') = @ / dk et === Gre (k). (2.5.30)

Pri poslednom vztahu vyuzivame Casopriestorovi transla¢nt invarianciu, ktord
mozno objasnif nasledovnym spdsobom

G"P(z,2') = G""(xz + a,2’ +a) a = Tubovolny $tvorvektor a
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volme a = —a’
=G’ (z —2',0)
=GP (x — ).

Vidime, ze priamym désledkom translacnej invariancie je to, ze Greenova funkcia je
efektivne funkciou len rozdielu x —z’ a nie osobitne dvoch nezévislych premennych

x a 2’. Dosadenim Oe*® = —k2e?** do (2.5.28) dostaneme algebraicki rovnicu
(K — k)G (k) = gl (2.5.31)
Zavedieme dolezité projekéné operatory
kuk, k. k,
P;w(k) =Guv — 2727 L/u/(k) = 22 , (2532)

kde P budeme nazjvat prie¢nym operdtorom a L pozdlZnym operdtorom. Ak
nebude uvedené inak, tak argumentom takychto operatorov bude vzdy stvorvektor
k. Tieto ich ndzvy st motivované vlastnostami

P, P’ = P, L L =L, P, L =0,

Pk =0, Luk” =k, Py + Loy = G (2.5.33)

kde sme pre vynechali zavislost projekénych operatorov na hybnosti k. Napriklad
prvy z tychto vztahov sa da dokazat postupnymi tpravami

y k. k., 5 kV kP
P, P = <guu_ lk2 >(9 p—]€2>

vp kuk, vp kY kP kuk, KV kP
=9wg " — k2 g — L2 Juv + 2 k2
g Rk Rk
123 kf2 k2 k4
kP
= QZ - k2 = Plf'

Analogicky by sa postupovalo pri dokazoch zvysnych vztahov.
Pri hladani riesenia (2.5.31) predpokladajme rieSenie v tvare

G"P(k) = A(k)P"*(k) + B(k)L"* (k) (2.5.34)
a hladajme nezname koeficienty A = A(k) a B = B(k). Pouzitim vztahov (2.5.33)
dospejeme k rovnici

A(k)K*P{(k) = b = P{(k) + Li(k), (2.5.35)

ktort zjavne nie je mozné splnit.

Z uvedenej analyzy Greenovej funkcie vo Fourierovej reprezentécii plynie ¢asto
pouZivané tvrdenie, podla ktorého mozno operéaciu (k)= interpretovat ako integ-
ralny operator. Formalne potom piSeme

1

7 Av(k) ~ /dy Gz —y)Au(y), (2.5.36)

54



kde G(x) je Greenova funckia pre d’Alembertov operdtor
OG(z) = 6(x). (2.5.37)

Okrem problému s neinvertovatelnostou diferencialneho operatora g,,,[1—0,0,
mame dalsi, ktory stvisi s tym, ze dynamicky opis zalozeny na poli A, obsahuje
nefyzikdlny stupen volnosti. Na objasnenie tejto zalezitosti si zavedieme funkciu
x(z) predpisom

0"A,=0-A=x(z) (2.5.38)
a prestudujeme ju pomocou Fourierovej reprezentécie. Stvorpotencial A, v tejto
reprezentacii je

1

Ay () = (2r)4

/dk ™A, (k). (2.5.39)

Vdaka tomu vieme kalibraénu transforméaciu (2.5.22) zapisat v tvare
A, (k) — AL(k) = A, (k) + ik, \(k), (2.5.40)

kde vystupuje Fourierov obrazu A(k) funkcie A(z). Rozlozme $tvorpotencial A, (k)
na jeho prie¢ne a pozdlzne zlozky

A, (k) = AL(k) + Al(k),  AL(k) = P (k)A*(K), Al(k) = L, (k)A* (k).
(2.5.41)

Nésledne vyuzitim vlastnosti projekénych operatorov (2.5.33) dostaneme dve rov-
nice

kY AL(R) =0, kY Al(k) = kA" (k) = k- A(K). (2.5.42)

Oznacme k - A(k) = x(k), ¢o ale nie je ni¢ iné ako Fourierov obraz funkcie x(z) z

rovnice (2.5.38). Zlozka AL‘ teda priamo suvisi s funkciou x a ich vzajomny vztah
mozno zapisat nasledovne

ALR) = L (WA (8) = () (2.5.43)

Aplikujme projekéné operdtory na rovnicu kalibraénej transformécie (2.5.40) a
ziskame tak dve transformacné relacie

Lua ‘AN (k) = Al (k) + iLyo k¥ M(k)

Z—gx’(k) - Z—‘;X(k) tikoAk) [ ika /XK

X (k) = x(k) + ik*\(k) (2.5.44)
Py tA'=(k) = AX(K) + Pooik” Mk)

A (k) = AL (k). (2.5.45)
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Z tychto odvodeni vidime, ze prie¢na zlozka Af;(k) sa pri kalibra¢nej transfor-
macii nemeni. Podobne si v§imnime, Ze kalibra¢ne invariantny tenzor F},, defino-
vany v (2.5.4) nezavisi na pozdlimej zlozke Aﬂ (teda na x). Preto ani Lagrangidn
L (2.5.19) na nej nezdvisi. Na zdklade uvedenych pozorovani mozeme tvrdit, Ze
nefyzikdlny stupen volnosti stvisi s x(k). Mozno tiez konstantovat, ze fyzikélne
stavy odpovedajice konfiguracidm pola A, a A, + 0, st totozné.

Poznédmka:
Pohybovt rovnicu (2.5.14) vieme prepisat do tvaru
(Hgvp — 0,0,) A" = 0. (2.5.46)
—_————
K1,

Z tohto zapisu je zrejmé, ze diferencidlny operator K,f-u je vo Fourierovom obraze

umerny priecnemu projekénému operatoru P,,. Odtial je zrejmé preco sme dany
diferencialny operdtor nevedeli invertovat. |

Ako sme uz spomenuli, vykazuje Lagrangian £ z hladiska Hamiltonovho for-
malizmu istd Specifickd vlastnost. Z teoretickej mechaniky vieme (H. Goldstein,
C. Poole & J. Safko, 2002), Ze v Hamiltonovom pristupe zohravaji kltic¢ovi rolu
zovseobecnené (kanonické) hybnosti. Pre elektromagnetické pole je ale kanonickd
hybnost my nulova. Korektna konsStrukcia Hamiltonovho formalizmu je pritom
pre tedriu dolezitd, nakolko tvori zdklad metédy kanonického kvantovania (pozri
kap. 4) a z praktického hladiska vedie na formuldciu poruchového poétu. Takéto
Lagrangiany sa zvykni oznacovat ako singuldrne (N. N. Bogoliubov & D. V. Shir-
kov, 1983; S. Weinberg, 1995) a ¢ast ich nedostatkov je mozné odstranit nalozenim
dodatocnej vizby (S. Weinberg, 1995). Zékladnym bodom tohto pristupu je uva-
zovat pozmeneny Lagrangidn. Jednou z moznosti je nasledujtica volba

1
[ — _ZFMVFW + %(a - A)?, (2.5.47)

kde sa k Lagrangianu (2.5.19) pridala vhodn4 skaldrna veli¢ina. Parameter a pred-
stavuje nejaké realne Cislo. V principe sa na dodany ¢len dé nazerat ako na Lag-
rangeov multiplikdtor. VSimnime si tiez, Ze volba nenulovej hodnoty pre a vedie
na Lagrangian, ktory nie je kalibracne invariantny.

Z Lagrangianu (2.5.47) pomocou Eulerovych-Lagrangeovych rovnic (1.4.5) od-
vodime pohybovil rovnicu v tvare

DA, — (14 a)d,0" A, = 0. (2.5.48)

Prederivovanim podla 0* ziskame rovnicu pre uz zavedent funkciu x(z) z (2.5.38)

d@-A)—(1+a)d@-A)=0. (2.5.49)
Za predpokladu a # 0 mame

00 - A) = Ox =0. (2.5.50)
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Tento vztah zostdva v platnosti aj v pritomnosti nenulovej pravej strany J* (pri-
tomnost zdrojov elektromagnetického pola). Ide o désledok rovnice kontinuity
OuJ" = 0, ktord predstavuje lokalny zdkon zachovania elektrického ndboja. Fun-
kcia y teda nezévisi nielen na A+ ale ani na vonkajsich zdrojoch elektromagnetic-
kého pola.

Dodatocny ¢len v (2.5.47) predstavuje isti vazbu a tak fixuje kalibraciu. Na-
priek tomu ale zostava v platnosti tvrdenie, ze Lagrangidan a pohybové rovnice st
invariantné voci istym transforméciam. Tie maju ale teraz obmedzenejsi charakter

Ay — AL (2) = Ay (2) + 0, folz), (2.5.51)

pricom funkcia fo musi predstavovat riesenie vlnovej rovnice Ofy(z) = 0.

AKk4 je hlavna vyhoda fixacie kalibracie? Ukazeme teraz, ze na rozdiel od ope-
rdtora v rovnici (2.5.11) je operdtor rovnice (2.5.48) invertovatelny. Vdaka doda-
toénému Clenu mame pozmeneny diferencidlny operator

K., =0¢u, — (14+a)0,0,, (2.5.52)
ktory sa jednoducho prepise do Fourierovej reprezentacie

K, = kg, — (1+a)k,k, = k*P,, — ak*L,,. (2.5.53)
Opét predpokladame inverzny operator K ;1,1 v tvare AP*Y + BL*" | pricom vyuzi-
jeme vztahy (2.5.33). Postupne dostédvame

=PI+ Ly=1-P)+1-Lj

= K, (K1) = AK* P! — Bak>L},. (2.5.54)

Odkial z priameho porovnania plynie
1 1
—, B(k)=—-——.
k2’ (k) ak?
Hladany inverzny operator je tak vo Fourierovej reprezenticii dany vyrazom

1 1

Py (k) = — L (k). (2.5.56)

Ak) = (2.5.55)

-1 _
Kﬂy—ﬁ

Na rozdiel od predchédzajicej analyzy vidime, ze fixacia kalibracie dovoluje najst
Greenovu funkciu pre dany problém.

Podotykame, Ze samotné fyzikilne vysledky (napr. Géinné rozptyly) nemozu
zévisiet od volby kalibracie. Pri konkrétnych vypoctoch sa ale zvykni najcastejsie
pouzivat dva typy kalibrécie:

a) Feynmanova kalibrdcia a = —1:

K;w = g;wk2~ (2557)

b) Landauova kalibricia a = 4o0:

K,u,l/ = P,u,w (2558)
57



V dalsom budeme pracovat vo Feynmanovej kalibracii. V nej mozno najprv Lag-
rangian prepisat nasledovnym spésobom

1 1
— _ = py . 2
L= FuF" — (0 A)
1
= —5(0,4,)(0" ") + %8,,[14“(8”,4”) — AV (9,AM)]. (2.5.59)

Posledny ¢len na pravej strane mé tvar Stvordivergencie 0, (- - - ). Po preintegrovani
cez cely priestor preto tento ¢len nedéva prispevok do celkového Géinku S = [ dxz L.
Efektivne preto nemé vplyv na pohybové rovnice a mézeme dalej pracovat s jed-
noduchsim Lagrangidnom

L= —%(&,AH)(a”A“). (2.5.60)

Spdsobom naznacenym v kapitolach 1.4 a 1.5, postupne z tohto Lagrangianu vieme
odvodit relevantné dynamické veli¢iny

o pohybové (Eulerove-Lagrangeove) rovnice

0A, = 0. (2.5.61)

e Tenzor energie-hybnosti

T = ~(0uA°) (00 Aa) ~ g . (25.62)
o Hustotu energie (Hamiltonian tedrie)

7% = %[AQA& + (00 A%) (0, An)).- (2.5.63)

Hustotu hybnosti

T% = —(A%)(9'A,). (2.5.64)

e Tenzor spinového momentu

STWI) = AM(9TAY) — A¥(9T AM). (2.5.65)

Priestorovi hustotu spinu zavddzame pomocou ¢asovej zlozky tenzora (2.5.65)

S0r) — /d%(A#A" — AV AM), (2.5.66)
Celkovy spin je potom mozné vypocitat integrovanim cez cely priestor

SHY = /d% SOU) — /d3;v (AVAF — AFAY). (2.5.67)
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Trojrozmerny vektor spinu sa potom definuje vztahom

1 .
S; = iaijksw (2.5.68)

ktory je mozné upravit

1 ; 1 . . .
Si = isijk /dgl’ Sjk = §5ijk/d3$ [AkAJ — AjAk]

Jjerk

1 1 -
- 5gij,c/d?):cA’w - 5gikj/di”gcA’w

= Eijk/dsx AjAk
Vo vektorovom oznaceni odpovedd vektorovému siacinu
S=AxA. (2.5.69)

Pri tejto prilezitosti pripominame Fermiho myslienku tykajicu sa kalibracie.
Priamym ddsledkom pohybovych rovnic (2.5.61) je vlnova rovnica pre x = 9, A",
t.j. Ox = 0. Ak predpokladdme, Ze v pociatoCnom okamihu ¢ = 0 st navySe
splnené podmienky

x(t=0)=0, Ox(t=0)=0, (2.5.70)
tak nutne y = 0 v kazdom dalSom ¢asovom okamihu ¢. Teda Lorentzova kalibracna

podmienka J,A* = 0 je v tomto pristupe splnend dynamicky. Tym sa dosiahne
plna ekvivalencia (2.5.61) s Maxwellovymi rovnicami.

Poznédmka:
Vsimnime si, ze elektromagnetické pole je prikladom realneho vektorového pola.
7Z diskusie v castiach 2.2 a 2.4 nas preto neprekvapi, ze po skvantovani identifiku-
jeme castice elektromagnetického pola ako nenabité castice so spinom 1 (fotény).

2.5.2 Hybnostna reprezentacia

Analogickym postupom ako pri skaldrnom poli, rozlozime pole A, (z) na sudet
moédov s kladnou a zapornou frekvenciou

A, (z) = Al (z) + A (z), (2.5.71)
kde
1 Bk
A (2) = ——rs Fikw A% (k). 2.5.72
v ({IJ) (27’()3/2 \/%e v ( ) ( )
Teraz ale vystupuje v menovateli kg = |k|, kedZe hmotnost foténu je nulova.

Celkova enegia elektromagnetického pola je dana priestorovym integrdlom z vy-
razu (2.5.63). Vo Fourierovej reprezentdcii nadobtda tvar

E= /d?’mTOO

59



[§)

w

I
e

€2

Y

€1

Obr. 2.2: Zobrazenie volby vektorov pre rozlozenie potencidlu elektromagnetického
pola v hybnostnom priestore.

1 v v
= —§/d3k KOTATY (k) A, (k) + A, (k) AT (k)]. (2.5.73)
Vektor celkovej hybnosti sa zase da zapisat ako
Pt = /d3k K {—At(k)A™"(k)}. (2.5.74)

V pripade Hamiltonidnu nie je zrejmé, ze sa jedna o pozitivne definitnt velic¢inu.
Na vyjasnenie tohto problému zavedieme lokalny systém stradnic v hybnostnom
priestore. V tiom rozloZime pole A, (k) podla predpisu

AL (k) = af (k)el + af (k) + aF (k)ed + af (k)e2, (2.5.75)

kde napr. e predstavuje zlozku vektora e'

dané vyrazmi

v smere v. Explicitne si tieto vektory

(2.5.76)

o o o =
o o = O

Tieto vektory volime pritom takym spdsobom, aby bol smer vektora € stotozneny
so smerom vektora k (v danom bode hybnostného priestoru). Graficky je této
situdcia zndzornend na Obr. 2.2. Dosadenim rozkladu (2.5.75) do bilinedarnych
vyrazov vystupujtcich v (2.5.73) a (2.5.74) a kratkej uprave dostaneme

A (K)A (k) = g"at (k)ay, (k). (2.5.77)

Dalej vidime, Ze nalozenim Lorentzovej podmienky (2.5.23) na (2.5.75) dostaneme
dva vztahy

KAAY(K) =0, K'A (k) =0.
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Tie v danom lokalnom systéme stradnic prejda na
|k|as (k) — kOt (k) = 0.
Kedze ale pre fotén plati |k| = k%, odvodime
ai (k)az (k) — af (k)ag (k) = 0. (2.5.78)

Ako mozno tento vztah interpretovat? Hovorime, Ze Lorentzova podmienka je ek-
vivalentnd poziadavke, aby stredny pocet foténov v pozdiinom (longitudindlnom)
smere ai az bol rovny strednému poétu “casovych” foténov agagy . Im odpove-
dajuce prispevky sa potom v Stvorhybnosti navzajom vyrusia. Pouzitie ziskaného
vztahu (2.5.78) v rozklade (2.5.77) vedie na

—Af(R)ATH (k) = Y af (k)ag (k). (2.5.79)

s=1,2

Naésledne ziskame vyraz pre stvorhybnost v hybnostnej reprezentacii

Pt = /d3k K{—AT(R) A (k)} = > /d3k ktat(k)ag (k).  (2.5.80)

s=1,2
Explicitne vidime, Ze sa v pripade ¢asovej zlozky jedna o pozitivne definitnu veli-
¢inu.
Zvycajnym postupom je mozné odvodit vztah pre operator spinu

Si = Eijk/dgx S?lﬁ

S = i/d% [AT(k) x A™ (k)] = isijk/d%eiaj(k)a,;(k), (2.5.81)
ktory sa podla Noetherovej vety zachovava v case ako dbsledok symetrie tenzora
energie-hybnosti T+”. Projekcia spinu na smer pohybu foténu odpoveda zlozke

S3 ~i(a] (k)ay (k) — aF (k)ay (k)). (2.5.82)

Tento vyraz je mozné diagonalizovat zavedenim amplitid bli, b;t podobne ako sme
to vykonali pri vektorovom poli (2.4.38), ¢oho vysledkom je prepis

pr— / &3k {bf(k)bl(k) + b;(k)bQ(k;)], (2.5.83)
Sg ~ {bf(k)bl(k) — bj(k)bﬂk)} (2.5.84)
Odtial mozno vyvodit pozorovanie, ze vyrazy

bl (k)by (k) (i=1,2)

predstavuji stredny pocet ¢astic s nulovou hmotnostou, hybnostou k, energiou k2,
ktorych priemet spinu na smer pohybu (dany vektorom k) je bud +1(i = 1) alebo
—1(i = 2). Tieto castice identifikujeme s foténmi.
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Kapitola 3

Diracov formalizmus

Dolezita trieda castic je tvorend tzv. fermiénovskymi Casticami, skratene fermi-
6nmi. Ako vieme z prednasok z kvantovej mechaniky a Statistickej fyziky ich vy-
znamnou c¢rtou je vzajomné odpudzovanie kvantovej povahy, ktoré je vyjadrené
znamym Pauliho principom. V tejto casti sa zameriame na opis Diracovho for-
malizmu, ktory slizi prave na fundamentéilny opis kvantovych poli fermiénovskej
povahy.

Budeme vychadzat z podobného pristupu ako sa zavadza spinova premenna v
nerelativistickej kvantovej mechanike, kde sa ukazuje, Ze spinor sa transformuje
podla reprezentacie grupy trojrozmernych rotacii. Iny historickejsi pristup k Dira-
covej rovnici je mozné najst v prilohe C.

3.1 Uvod

Fundamentélne fyzikalne tedrie st vybudované zvac¢sa na niekolkych dobre zdo-
vodnitelnych predpokladoch. Ich fyzikalny obsah je ¢astokrat motivovany experi-
mentom, heuristickymi a symetrickymi ivahami. Kvantova elektrodynamika, kto-
rej sa v tejto praci venujeme najviac, sa da povazovat za fundamentdlnu tedriu,
nakolko je postavend na spojeni dvoch vyznamnych fyzikalnych teérii: Specialnej
tedrie relativity a kvantovej mechaniky. Ocakdvame preto, ze fundamentéilne po-
hybové rovnice kvantovej elektrodynamiky by mali byt kovariantné vzhladom na
pripustné relativistické transforméacie. Co to presne znamend, ak pozadujeme, aby
bola ista rovnica relativisticky kovariantna? Hrubo povedané - ak v nejakej vztaz-
nej ststave plati rovnica Dp(x) = 0 (D je obvykle nejaky diferencidlny operdtor),
tak po vykonani rotacie alebo transformécie typu boost do inej vztaznej ststavy
bude transformované pole ¢’(z') vyhovovat forméalne rovnako vyzerajticej rovnici
D'p(z') = 0 (D’ je transformovany operator D). Hovorime, Ze dand rovnica je
kovariantna a je potom zrejmé, ze pozorovatelia v oboch sustavach pozoruja "rov-
nakd" fyziku. Pri takychto a podobnych tvahéch je vyhodné pouzivat Lagrangeov
formalizmus, kedze Lagrangian predstavuje skalar Lorentzovych transformécii. Da
sa lahko ukazat, ze pohybové rovnice odvodené z Lorentzovsky invariantného Lag-
rangianu su kovariantné.
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Pre konkrétnost analyzujme najprv pripad skalarneho pola, ktory bol zavedeny
v kapitole 2.1. Pri aktivnej transformécii dochadza k nasledujtcej zdmene siradnic
a pola
ot — 't = A2 o) = ¢ () = p(A ). (3.1.1)
Explicitne overme, ze tato transformécia nezmeni tvar daného Lagrangianu £ =
= (0¢)?/2 — m?¢? /2. zavedenom v (2.1.1). Hmotnostny ¢len sa transformuje jed-
noducho

%m2<p2(x) — %ngﬁ(/\*lm). (3.1.2)

Pri transformacii kinetického ¢lenu sa zamerajme najskor na to, akym spésobom
sa transformuje derivacia skalarneho pola. Postupne dostavame

Qup(x) = Ou(p(A'w)) = |2/ = A" e, 8, =0/0a""

= (0u2")(0, ("))
=0, [(A™))",2°] (D) (')
= (A™1)",90 (0 9) (2")
= (A7), (0p) ("),
kde sme vhodnym sposobom zaviedli transformované ¢iarkované suradnice. Podo-
tykame pre tplnost, %e ako stiradnice x tak aj 2’ sa vztahuju na ten isty stradnicovy
systém.
Vyuzime odvodeny vzfah na transforméaciu kinetického ¢lenu
(0¢)? = 0 — g (0, (2)) (00’ (2))
= g" [(A71)2,0p0] [(AT1)7,05¢] (A7)
= 9°7(9,) (0o p) (A" ')
= (0p)*(A""a),
kde sme vyuzili zndmu vlastnost Lorentzovych transformdcii (1.1.12). Vidime, Ze

pri Lorentzovej transformaécii (3.1.1) sa Lagrangidn redlneho skaldrneho pola trans-
formuje podla predpisu

L(z) — LA 2). (3.1.3)

Ak sa uvazuju vlastné Lorentzove transformdcie A, pre ktoré plat{ (1.1.17), vidime
dalej, Zze prislusny elementdrny objem dz’ = |[A|dz = da sa nemeni. Délezitym
dosledkom tychto vah je fakt, ze i¢inok S = [ Ldx je nutne Lorentzovsky inva-
riantna veli¢ina.

Na lepsie pochopenie uvedenych uvah sa presvedc¢ime, ze pohybova rovnica
pre skaldrne pole sa naozaj vyznacuje relativistickou kovariantnostou. Jedné sa o
Kleinovu-Gordonovu rovnicu (2.1.3) a pozrime sa bliz$ie na jej transformdciu

0= (O+m?ep(x) = (O+m?)p(A ') = |2/ = A

63



= [(0u)(@"2})00" + ] (')

= [0u((A71) 020 (A7),P2)8,0” +m?] ¢(a')
- [(A agu ), aho,0" +m?] o)

(A~ 1) 18,0 +m?] p(a')

=
[ V3'8'p+m ]cp(:v)
— [6”6y—|—m ](p(A ac):O.

Jednotlivé kroky odvodenia si odporticame dobre premysliet.
Ako by bolo mozné uvedené transformécie skalarnych veli¢in zovseobecnit na
vektorové velic¢iny? Ocakavame komplikovanejsi sposob tvaru

VE(z) = AR VY (A ). (3.1.4)

Uvazujme teraz vseobecné linedarne transformacie M nejakej n-komponentnej struk-
tary ¢q, kde a je vSeobecny index ¢islujici jednotlivé nezavislé zlozky. V prvom
rade bude M zavisiet na danej Lorentzovej transformacii A, ¢o jednoducho zd6-
raznime funkénou zavislostou M = M(A). Struktira ¢, sa transformuje podla
predpisu

Ga(x) = Map(A)pp (A ), (3.1.5)

ktort mozno chépat aj ako maticové nasobenie. Pre jednoduchost budeme tento
vztah zapisovat v skratenej podobne

¢ — M(A)g. (3.1.6)

Aké prirodzené vlastnosti o¢akavame od M (A)? Uvazujme dve Lorentzovské trans-
formécie A a A’. Ich zloZenim dostaneme novt Lorentzovu transforméciu A” = A’A
vdaka Strukture Lorentzovej grupy. Preto ocakavame, Ze sa tato vlastnost prenesie
aj na matice M

¢ — M(N)M(A) = M(A")p. (3.1.7)

Tato podmienka konzistentnosti znamend, ze matice M tvoria tzv. reprezenticiu
Lorentzovej grupy. Ide naviac o Struktiru, ktora imituje spravanie sa Lorentzovej
grupy a vo vSeobecnosti ju mézeme interpretovat ako jej isté n-rozmerné nadstav-
bové struktiry.

Podotykame, ze podobna situdcia nastava aj v nerelativistickej kvantovej me-
chanike. Tam je zdkladnou grupou grupa trojrozmernych priestorovych rotacif,
ktord vykazuje zndme n = 2s + 1-rozmerné reprezenticie, kde s = 1/2;1;3/2,.. ..
Napriklad pre s = 1/2 mame dvojrozmernu reprezentdciu, ktord opisuje transfor-
maéaciu dvojkomponentnej spinorovej veli¢iny. Tie mozno predstavit v tvare dvoj-
zlozkovej struktiry s komplexnymi hodnotami, ktoré odpovedaji prislusnym am-
plitidam pravdepodobnosti pre dany smer spinu. Matice tejto reprezentéicie st
unitarne matice 2 x 2 s jednotkovym determinantom a vyjadritelné v parametric-
kom tvare

91' 3
U = exp {z ; } , (3.1.8)
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kde 6; € R;¢ = 1,2, 3; s parametre opisujice rotaciu systému a o; su Pauliho
matice

01 0—1 10
oL = , 09 = , o03= . (3.1.9)
10 10 0-1
V danom pripade je rotacia trojrozmerného priameho priestoru dana maticou R,
ktori mozno zadat v exponencidlnom tvare

kde matice J; su

000 004 0—i0
Ji=(00—i|, J2=]000|, J3=1i00]- (3.1.11)
0i 0 —i00 000

Vektor 6 urcuje smer, o ktory mé dojst k otoceniu systému, jeho velkost zase
urcuje, o kolko sa mé oto¢it dany systém a J;;i = 1,2,3 predstavuju vlastne
operatory momentu hybnosti. Kedze uhly 6; si v principe Tubovolné realne ¢isla,
mame do Cinenia s tzv. spojitou grupou. Mnoho grap vo fyzike ma velmi podobny
charakter. Plati, ze Tubovolnt takito grupu mozno vyskladat pouzitim infinite-
ziméalne malych prvkov - generatorov grupy. Tieto predstavuji linedrne nezavisle
prvky grupy, ktoré st velmi blizke jednotkovému prvku a tvoria vektorovy pries-
tor, ktory nazyvame Lieova algebra danej grupy. Operatory J; v danom pripade
spliiaji komutaény vztah

[Ji, Jk} = i€ik1Jl. (3.1.12)
Intuitivne je jasné, Ze nutnou podmienkou reprezenticie grupy rotéacii je splne-
nie tohto komutacného vztahu aj pre jej vlastné generdtory. Z porovnania (3.1.8)
a (3.1.10) plynie priradenie

Ji — % (3.1.13)

a hovorime 1/2-reprezentéciu grupy rotécii.
3.2 Reprezentacia Lorentzovej grupy

Generétory grupy rotacii v trojrozmernom priestore je mozné uhadnut z tvaru
momentu hybnosti

L=rxp=rx(—iV). (3.2.1)

Z tohto vyrazu priamociaro plyni uz uvedené komutacéné vztahy (3.1.12). Moment
hybnosti sa d4 urcit aj pre stvorrozmerné rotacie dané Lorentzovymi transforméa-
ciami. Zahrnutim ¢asu do ocakavanej antisymetrickej struktiry Tahko uhadneme
vhodné zovseobecnenie

T = i(zh " — 2V o). (3.2.2)
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Antisymetrickost vedie na Sest nezavislych vyrazov. Tie prirodzene odpovedaji
trom malym rotacidm a trom malym transformacidm typu boost. Na analyzu
reprezentacii Lorentzovej grupy zjavne potrebujeme poznat jej algebraickt Struk-
turu. T4 je obsiahnutd v komutaénych vztahoch generdtorov (3.2.2) a priamocia-
rym postupom odvodime

[J#7,J07) = i (g"0 JHT — ghPJ¥T — g7 0 4 gl P (3.2.3)

Matice fubovolnej reprezentécie Lorentzovej grupy musia nutne spliiat presne tieto
komutacné vztahy. Najdenie takychto reprezentécii sa potom redukuje na mate-
matick tlohu hladania vyhovujuicich tried matic.

Jednou z veli¢in, s ktorou sme sa uz stretli a ktord by mala odpovedat reprezen-
técii Lorentzovej grupy, su stvorvektory a s nimi spojené transformacie. Uvazujme
preto nasledujtcu struktiaru

(J*)ap = (010 — 050%). (3.2.4)
Priamym vypoc¢tom overime, Ze J* vyhovuji komutaénému vztahu (3.2.3). Dalej

nahliadneme, ze J v skutocnosti opisujui nekonecne malé transformaécie Stvorvek-
torov. Plati totiz

« a i Tuvyo
Ve - (6[3 = 5@ (J") ﬂ> %8 (3.2.5)

Infinitezimdlny ¢len v w na pravej strane mozno priamo stotoznit s vyrazom (1.7.4).
Priklad:

Konkrétna volba wis = —wa1 = 6 a vSetky ostatné zlozky w,, nulové vedie na
transformaciu
1000
01-60
V — V, (3.2.6)
060 10
00 01

v ktorej moézeme rozpoznat infinitezimalnu rotaciu okolo osi z. Na druhej strane

volba w1 = —wig = B a vSetky ostatné zlozky w,, nulové dava
1500
8100
V- V, (3.2.7)
0010
0001
¢o nepredstavuje ni¢ iné ako maly boost v smere osi x. |
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Vdaka Diracovi pozname este iny spdsob ako mozno najst netrividlnu repre-
zentaciu Lorentzovej grupy. Predpokladajme, ze mame k dispozicii Styri matice
n-tého radu ~*, ktoré vyhovuji antikomuta¢nym vztahom

{0 =t A =291 (3.2.8)

Tento vztah je nutné interpretovat ako maticovii rovnicu s tym, Ze na pravej strane
je pritomna jednotkova matica n—tého radu, ktord sa ale obvykle explicitne ne-
pise. Dirac si uvedomil, ze akonahle mame takuto skupinu matic k dispozicii, tak
potom mozeme priamo zapisat n-rozmernu reprezentaciu Lorentzovej grupy po-
mocou komutatorov

(4

s
1

[v,"]. (3.2.9)
Ukazuje sa, ze najmensie mozné n je rovné 4. Existuje sice v tomto pripade via-
cero moznost{ pre matice v, ale da sa ukazat, ze ide o fyzikalne ekvivalentné
moznosti (R. H. Good, 1955). Casto pouZivand volba je tzv. Weylova (chirdlna)
reprezentacia, ktord definovand maticami

o [01 , 0 o
’y = 5 "}/’L = . 5 (32.10)
10 —o' 0

kde ¢! st Pauliho matice a 1 jednotkova matica druhého radu. V tejto reprezen-
tacii budeme aj pracovat, ak nebude povedana inak. Okrem iného je jej vyuzite
zv1ast vyhodne pri diskusii asymptotickej limity vysokych energii (M. E. Peskin &
D. V. Schroeder, 1995).

Generatory boostu st potom

g ) i fob 0
S§% = - [{%4"] = —= 3.2.11
4 [ Y ] 2 0 —O'i ( )
a generatory rotacii zase
i 1 .. [dFo0
i 2 [N Ad] = Zgidk . 2,12
§U =11 =3¢ i (3.2.12)

Nésledne definujeme stvorkomponentnu veli¢inu ¢ ako taka velic¢inu, ktora sa
pri Lorentzovej transformdcii transformuje podla reprezenticie danej S*” a na-
zveme ju Diracov spinor. Takyto spinor definovany v kazdom bode Casopriestoru
potom predstavuje spinorové pole.

D4 sa spozorovat, Ze matice S nie st hermitovské. Preto ani im odpovedajtce
boosty nemdzu predstavovat unitarne transforméacie. To nds ale nebude trapit,
nakolko 9 teraz predstavuje klasické pole a nebudeme ho interpretovat ako vinovi
funkciu.
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Plati dolezity vztah medzi Diracovymi maticami v* a 77, ktory mozno zapisat
v tvare

7,527 = (7P, (3.2.13)

kde veli¢ina na pravej strane bola zavedend v (3.2.4) v suvislosti s vektorovou
reprezentaciou Lorentzovej grupy. Tento vztah je mozné dalej vhodne prepisat

. : , 2
(1 + ;wp,,sw) AH (1 - ;w,,,,spf’) - (1 - ;wpajﬂ”> AV (3.2.14)
1%
a interpretujeme ho ako infinitezimalnu formu transformacného vztahu

STINrS = AP Y. (3.2.15)

Vystupujica veli¢ina S predstavuje koneéni transformacéni maticu pre spinory a
je mozné ju zapisat vo forme exponencialnej funkcie

)
S =exp {waS’“’} . (3.2.16)
Tato transformacnd matica S predstavuje spinorovi reprezentaciu Lorentzovej
grupy a spinor ¢ sa potom (aktivne) transformuje podla predpisu
W(x) = '(2') = S(x). (3.2.17)

Ziskany vztah (3.2.15) ndm pomoze skonstruovat Lorentzovsky invariantnd pohy-
bovi rovnicu. Dirac ju postuloval v tvare

(iv*0,, — m)y(z) =0, (3.2.18)
resp. v skratenej notacii

(10 —m)i(z) =0, 0 =~"0,. (3.2.19)
V literature sa okrem tohto oznacenia pouziva Casto aj Feynmanov "slash" zapis

A=~"A,. (3.2.20)

Predpokladajme aktivnu transforméciu spinora ¢ = t(x). Lorentzova rotacia
A potom indukuje S(A), pomocou ktorej vieme transformovat spinorové pole

Y(x) = Y (x) = Sp(A~tz), S =S(A). (3.2.21)
Analyzujme postupne transforméciu Diracovej rovnice (3.2.18)
[iv"0, — m] Y (x) — [iy"0, — m] SY(A~ ' z) (3.2.22)

a upravujme pravi stranu vyrazu analogickym spdsobom ako sme vykonali pre
skalarne pole v casti 3.1. Pritom je vyhodné vyjadrit parcidlnu deriviciu 9, po-
mocou ¢iarkovanej premennej ' = A~z v tvare

0, = (A1), 0, 0= =2

v ox'v '

(3.2.23)
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Postupne dostavame

[i"(A™1)Y 0, — m] Sy(A™'w) = S [iS™ ws ) 9, — S71Sm] p(2)
[iA* Y v,0, —m] p(a)

[iv® gZﬁL —m]w(af’)

(i8], — m] ("),

I
CIJCDUJOJ

kde sme pri tprave prvého riadku vyuzili (3.2.15). Na zdklade tohto odvodenia mo-
Zeme preto tvrdit, Ze ak je splnend Diracova rovnica (3.2.18) v nejakej inercidlnej
sustave, tak aj po prislusnej transformaécii zostava tato rovnica v platnosti. Inymi
slovami, Diracova rovnica je kovariantna vzhladom na Lorentzove transformaécie.

Diracova rovnica dalej implikuje, ze jednotlivé zlozky spinora ¢ vyhovuju Kleinovej-
Gordonovej rovnici. Aplikujme na Diracovu rovnicu 0 = (iy” 9, —m)v diferencidlny
operdtor —iy*d,, — m a dostaneme

= (v"970,0, +m?) ¢
[ (0,10,0, + | v
{12 o 8M8nu+m2} ”
= (O+m?) v, (3.2.24)

kde sme vyuzili defini¢ny vztah (3.2.8) pre Diracove matice.

3.3 Lagrangian spinorového pola

Na zavedenie Lagrangeovho formalizmu spinorovych poli je nutné identifikdcia
skalarnych veli¢in, ktoré je mozné skonstruovat zo spinorov. Jednoduchym pozoro-
vanim vieme nahliadnut, Ze o¢akavans veli¢ina 171 nepredstavuje skalar. Pouzitim
transformacného vztahu (3.2.17) sa totiz tdto veli¢ina transformuje nasledovne

Wiy = i STSY. (3.3.1)

Priamo z definiéného vyrazu (3.2.11) ale vidime, Ze generatory S° nie st hermi-
tovské. T¥ym padom vo vieobecnosti ST nie je unitdrna matica, a preto vyraz ST.S
nemusi byt rovny jednotkovej matici.

Zavedieme novu veli¢inu - pridruzeny Diracov spinor, ktory definujeme ako

¥ = pfa0. (3.3.2)

Analyzujme jeho infinitezimdlnu transformaciu vzhladom na transforméciu (3.2.16)

b — ot [1 + ;ww(S"”)T] ~°. (3.3.3)
69



V sumacii cez indexy p a ¥ médme jednak tri rotacné a jednak tri boostové pris-
pevky. Z vlastnosti v matic a definiéného vztahu (3.2.9) vieme priamo ukazat, ze
pre rota¢né prispevky plati dvojica vztahov

(Sm)T = gmv - [S 40 = 0. (3.3.4)
Na druhej strane pre boostové ¢leny odvodime

(5H)F = =51, {54} =0. (3.3.5)
Tieto vztahy spolu s (3.2.16) priamo vedd na dolezit rovnost

798740 = 571, (3.3.6)
Taktiez ich je ale mozné vyuzit na prepis (3.3.3) do tvaru

7

W — [1 + QwWSW} , (3.3.7)

kde vyraz v hranatej zatvorke nie je ni¢ iné ako mald inverzné transforméacia S—1.
Teda

W — ST (3.3.8)
Odtial s pouzitim (3.2.17) vidime

P = pSTISY = 1,
a teda velic¢ina

oy (3.3.9)

sa pri transformdcii (3.2.21) nezmeni. Predstavuje tak najjednoduchsi Lorentzov-
sky skalér, ktory je mozné vytvorit z daného spinora. Podobnym spésobom vieme
overit, Ze vyraz

gyt (3.3.10)

predstavuje Stvorvektorovi veli¢inu. Po priamom dosadeni a vyuziti vztahu (3.2.15)
mame

Yyt — SIS = AR Py,

¢o nepredstavuje ni¢ iné ako transformacny vztah pre Stvorvektorovi veli¢inu.
Najjednoduchsiu moznost pre Lorentzovsky invariantny Lagrangian vieme uhad-
nut a zapisat v tvare

Lbirac = d_j [W“au - m} b= 7/_}[13 - m]w (3311)

Podotykame, ze tento vyraz v zlozkovom tvare vlastne odpovedd nasledujiicemu
vyrazu

ACDirac = ’(Z}a [i(vu)abap, - m(sab] wln (3312)
70



kde a, b st dva scitacie indexy.

Pri odvodeni pohybovych rovnic je potrebné mat na paméti, ze v je vo vSeobec-
nosti opisana svojimi komplexnymi zlozkami. Preto Eulerove-Lagrangeove rovnice
vedl na dvojicu rovnic

oL oL oL oc

(3.3.13)

0 — =0, —_—— —=
HO(Ou) O "0(0,) o
Podobne ako pri Lagrangidne (3.3.12) tieto rovnice efektivne odpovedaji rovniciam

oL oL oL oL

O @)~ 00 aﬂm_@:‘l (3.3.14)

Sthrnne sa teda jedna o stvoricu rovnic pre jednotlivé zlozky a = 1,2, 3, 4. Vypoc-
tom zistime, ze

oL - oL -
—— =i (Y, = = —my, 3.3.15
2@, t0a) Va (V" )ab 90, G ( )
ktoré sa zvyknu zapisovat skratene v tvare
oL - oL -
—_—— Z M’ —_— = —MNY. 3.3.16
om0 "' 5 ¥ ( )

Analogicky moZzeme postupovat pre druhit rovnicu uvedenti v (3.3.13). Pohybové
rovnice tak nakoniec nadobudaju tvar

(00" +myp =0, (iv"9, —m)y = 0. (3.3.17)

Ide vlastne o dve Diracovsky zdruzené rovnice, pricom druhi z nich sme uz zaviedli
v predchddzajicej ¢asti v rovnici (3.2.18). Tam sme tiez ukdzali, Ze sa jedné o dobra
relativisticky kovariantni rovnicu.

Zjavne Lagrangidn (3.3.11) nie je symetricky vzhladom na vystupujice spinory
¥ a 1. Je mozné zaviest aj fyzikdlne ekvivalentny symetrizovany Lagrangin

Loym = % (1&7“8,11& - (Wﬁ)v%) — mapip. (3.3.18)

Pozoruhodnou vlastnostou Diracovho Lagrangianu je fakt, ze na rieseniach Di-
racovej rovnice, nadobiida nulovii hodnotu. Teda spinor 3 vyhovujici Diracovej
rovnici (3.2.18) dava Lpirac = 0.

3.4 Riesenie Diracovej rovnice pre volni casticu
Na ziskanie fyzikalneho nahladu analyzujme riesenie Diracovej rovnice vo forme
rovinnych vin. Ako sme si uz vsimli v (3.2.24) jednotlivé zlozky volného spinoro-

vého pola vyhovuju relativistickej Kleinovej-Gordonovej rovnici. To nds motivuje
zaviest hybnostni (Fourierovu) reprezentéciu

U(x) = u(p)e™ ™, p* =m? (3.4.1)
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Tu vystupujica amplitida u(p) zévisi iba na Stvorhybnosti p. Dosadme tiito rov-
nicu do Diracovej rovnice (3.2.18) a za predpokladu p° > 0 dostaneme

(vpu —m)u(p) = (p — m)u(p) = 0. (3.4.2)

Uvazujme riesenie tejto rovnice v pokojovej stustave, kde priestorova cast Stvor-
hybnosti je nulova

p = po = (m,0) (3.4.3)

a (3.4.1) nadobudne jednoduchsi tvar

(mA° — m)u(0) =m u(0) = 0. (3.4.4)
1 -1

Riesenie je mozné zapisat v tvare
u(0) = vm , (3.4.5)

kde ¢ je dvojkomponentny spinor a vystupujuci faktor 1/m bol vlozeny kvoli zjed-
noduseniu neskorsich vyrazov. Navyse pozadujeme splnenie normalizacnej pod-
mienky

e =1. (3.4.6)

Vztahy (3.2.12) a (3.2.16) implikuji, Ze spinor & sa transformuje vzhladom na
priestorové rotécie presne ako dvojzlozkovy spinor v nerelativistickej kvantovej
mechanike. Spinor

€= (3.4.7)

£= (3.4.8)

naopak ako casticu so spinom "dole".

Na néjdenie vSeobecného riesenia pre u(p) vyuZime znalost pokojového riese-
nia (3.4.5) a transformujme ho pomocou boostu do vhodnej sustavy. Bez ujmy
na vseobecnosti uvazujme boost v smere osi 3 a zapiSeme prislusné rovnice ako v
infinitezimalnom

01 m
] =|14+n , (3.4.9)
° 10 0
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tak aj konec¢nom tvare

E 01 m
=exp |7 (3.4.10)
3 10 0
10 01 m
= |coshn + sinhn . (3.4.11)
01 10 0

V smeroch kolmych na os 3 sa hybnosti nemenia.
Po roznédsobeni (3.4.11) a porovnani s lavou stranou dospievame k dvojici rovnic

E =mcoshn, p*=msinhy. (3.4.12)

Pripominame, ze zo $pecidlnej tedrie relativity velicinu 1 zvykneme nazyvat rapi-
dita. T4 ndm efektivne poméaha vyjadrit rozne fyzikalne veli¢iny a navysSe sama
osebe predstavuje veli¢inu, ktorda sa pri boostoch transformuje aditivne. Zname
faktory g a « sa vyjadria pomocou 7 nasledovne

1
=coshn, f= Y — tanh 7. (3.4.13)

T e ¢

Uvazovany typ transformécie (3.4.11) urcuje ist transforméciu spinora u(p), ktord
je dana maticou S% v tvare

i [0 0
§08 = L . (3.4.14)
2 0 0_3

Vyuzime vSeobecny vyraz pre transforméciu spinora S = exp [—%WWSW] , v kto-
rej bude vystupovat jediny nenulovy prvok wgs = 1. Upravujeme

i —i[0®0 3
u(p) =exp | —=2n- — vm (3.4.15)
2 2 0 0.3 E
[ o3 0
—exp |—2 vm < (3.4.16)
2 0 0.3 6
i 10 o3 0
= exp | cosh — sinh 1 vm < . (3.4.17)
2101 2\ 0 —¢® ¢

Rozpisanim hyperbolickych funkcii do exponencidlnych funkcii mame

3 3
en/Q 1720' +e—n/2 1+20' 0 é-

u(p) = vm . (3.4.18)

3 3
0 en/QHTU +e*’7/21_T" ¢
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Vdaka relativistickym vztahom (3.4.12) vieme prepisat exponencidlne vyrazy ako
funkcie energie a zlozky hybnosti v trefom smere

E —p? E —p?
o/ \/7197 o /2 — \/71’. (3.4.19)
m m

Tieto vztahy dosadime do (3.4.18) s vysledkom

70'3 0'3
[\/E+p3lT+ Efp31+T]f

3 g
[VETPLEE + VE—pr ¢

Tento vysledok je mozné intrepretovat (J. D. Bjorken & S. D. Drell, 1964; M. E. Pes-
kin & D. V. Schroeder, 1995) ako $pecidlny pripad vSeobecného vztahu

u(p) = (3.4.20)

Vot (3.4.21)
Vb o€

Vyraz /p - o oznacuje stucet kladnych vlastnych hodnét prislusného vyrazu a za-
viedli sme oznacenie

u(p) =

ot =(1,0), o"=(1,-0), (3.4.22)
kde vystupuje vektor Pauliho matic definovanych ako
o= (c"0%0%). (3.4.23)

Poznédmkas:
Pre uvazovany pripad boostu v smere osi 3 mame

p-o=Ec’—pis?
E—p® 0 10

= =(E-p%) +(E+7p°)
0 E+p 00 01

|
Délezitou vlastnostou vysledku (3.4.21), ktort ale nebudeme dokazovat, je jeho
platnost pre Iubovolni Stvorhybnost p. Na nej zalozime nase dalSie tivahy a po-
stupy, ktoré sa neskdr vyuziju pri analyze spinorovych velicin.
Pre vektory matic o plati délezity (maticovy) vztah

(p-o)p-a)=p*=m’ (3.4.24)
ktory si dokédzeme. Upravujme jeho Tavi stranu
Pucpu” = (poo” + pic’)(poo® — pjo?)

= (pol + pic’)(pol — pjo?)
74



= pi —pop;jo’ + pipoc’ —pipjoia’
0

3
=p5— Y _pio} — > pipjoic’
i=1 i#]
—_——
0

— (2 2
=@ —p7)
2
Jednd sa o maticovil rovnost, ale v zaverecnom vyraze sa jednotkova matica ne-

zvykne explicitne zdoraznovat. |
Pri praktickych vypoctoch je vyhodné pracovat s konkrétnou volbou spinorov

£.
Priklad:
1
Pre & = dostaneme
0
1
E—p? 0
0 3
u1(p) = 2 e | (1) ], (3.4.25)
1
E+p? 0
0

kde posledny vyraz odpoveda limite vysokych energii. Analogickym postupom by

0
sme pre spinor &y = dostali
1
0
E+p? 0
1 3
uy(p) = 22 e | \1) | (3.4.26)
0
E—p3 0
1
|
Riesenia u 2 st vlastné stavy operatora helicity h definovaného vztahom
1 ot 0
h=p-S=-p; . (3.4.27)
2 0 0.7,

Vlastnd hodnota 1/2 odpovedd tzv. pravotocivej Castici a —1/2 zase Tavotocivej.
Helicita nehmotnej castice nezavisi na volbe vztaznej sustavy. Naopak pre nehmot-
né castice tomu tak nie je.
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3.5 Vlastnosti Diracovych spinorov

V tejto Casti sa zameriame na doésledky, ktoré plyni pre riesenia Diracovej rov-
nice. Tie ndm neskor poslizia pri konkrétnych fyzikdlnych vypoctoch. Hoci vyraz
Y1) nepredstavuje Lorentzovsky skaldr, moZeme sa s nim napriek tomu pri kon-
krétnych vypoctoch stretnit. Vyuzitim uz najdeného rieSenia (3.4.21) dostaneme
pre spinor (3.4.21)

N/

ulu=("p-o,6/p-5)
VP - og

=&l (p-o+p-5)=2Ex¢¢. (3.5.1)
Definujme podla vzoru (3.3.2) pridruZeny spinor @ predpisom
u(p) = u' (p)r". (3.5.2)

Dosadenim rieSenia (3.4.21) ho prepiSeme

u(p) = (£'\/p-5,¢\/p-o). (3.5.3)
Odtial priamo dostaneme
uu = 2mete = 2m, (3.5.4)

kde sa vyuzila zvolend normalizicia £1¢ = 1. Zjavne tento vyraz je Lorentzovsky
skalar.

Dosial sme sa zaoberali jednym typom riesenia v tvare rovinnej viny s pozitiv-
nou frekvenciou

P(x) =u(p)e™ ™, p*=m? p’>0. (3.5.5)

Jednotlivé riesenia mozno zapisat kompaktnym sposobom

/ . 0‘ s
wip) = | V7 ¢ ; s=1,2 (3.5.6)
VP - o&®
a vyhovuju ortogonaliza¢nému vztahu

u" (p)u’(p) = 2mo"”. (3.5.7)

Uplne analogickym sposobom by sme vedeli analyzovat rieSenia s negativnou frek-
venciou

d(x) = v(p)e™, p*=m? p°>0. (3.5.8)
Tie namiesto rovnice (3.4.2) vyhovuji rovnici

(v"pu +m)v(p) = 0. (3.5.9)
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Tato rovnica opat vykazuje dve rieSenia

N/

v (p) = g ;o os=1,2. (3.5.10)
—vp-on’

Odpovedajice ortogonalizacné vztahy maji pozmeneny tvar

o"(p)vs(p) = —2md™, " (p)v®(p) = 2E,0"°. (3.5.11)

Zmiesané ortogonalizacné vztahy mozno odvodit pomocou vztahov (3.4.21) a (3.5.10)
pre u(p) a v(p)

u"(p)v°(p) = v"(p)u’(p) = 0. (3.5.12)
Potrebujeme byt ale opatrni, kedze napriklad nasledujice vyrazy si nenulové

u(p)vs(p), " (p)u’(p). (3.5.13)
Pri vypoctoch sa ndm tiez méze zist platnost dvojice vztahov

u"t (p)v*(—p) = v" (—=p)u*(p) = 0. (3.5.14)

Pri urcovani t¢innych prierezov sa vyskytuji sumacné vyrazy cez jednotlivé neza-
vislé spinorové stavy. Upravujme nasledujici maticovy vyraz

> i (p)u(p). (3.5.15)

s=1,2

Dosadme do neho ziskané riesenie (3.4.21) a upravujme

NS - VD O\p- 0O \/p-0\D T
(€s+ VP 07£S+\/ 'O') =
zs: Vp - o€’ ’ ! Vp-ovp-ap-opra

m p-o
p-oc m
0o
:m]l+p.
g0

=m+p-y=m+p,
kde sme vyuzili vztah iplnosti pre spinory &

1 0 10
Yoeet= Jao+ [ |01)= =1
s=1,2 0 1 01

Dospievame tak ku délezitému vztahu
> wi(p)ut(p) =p+m (3.5.16)
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Podobnym sp6sobom vieme odvodit vztah pre spinory s negativnou frekvenciou
> v (p)v*(p) =p—m (3.5.17)
S

Dolezitymi algebraickymi struktirami si bilinedrne vyrazy Diracovych spinorov,
ktoré sa vyznacuji dobrymi transformacnymi vlastnostami vzhladom na Lorent-
zovu grupu. Uvazujme preto vSeobecny vyraz

YTy, (3.5.18)

kde T' je nejakd matica 4 x 4. Takato matica ma vo vSeobecnosti 16 nezavislych
zloziek a teda potrebujeme mat k dispozicii presne takyto pocet matic. Ukazuje
sa, ze ich vieme ziskat pomocou specifickej mnoziny Diracovych ~ matic

1, A", A= ,y[/l,),l’] AP = 7[.‘1,}/’/7 pl FHPPT — 7[“7”7 ot ] (3.5.19)
kde opericia [...,...] predstavuje operaciu totlnej antisymetrickosti. Napr.
1
Aluy) = ihuﬁv]. (3.5.20)

D4 sa priamociaro overit, ze pocet linedrne nezavislych matic definovanych v (3.5.19)
je 1,4,6,4 a 1 matica. Transformacné vlastnosti ziskame priamociaro opakovanym
pouzitim vztahu (3.2.15).
Priklad:

UkéZeme si transformacné vztahy pre vyrazy ¢y*¢ a 1hy*“1). Premyslite si
platnost jednotlivych tprav.

oyt = (ST SY
= YA Y
= Ay Y.
Tento vztah indikuje, Ze 1¥y#1) sa transfomuje ako Stvorvektor.
_ -1 ,
e (T St L
b [STIHAYS — STy S|

¥ [S_l'y“SS’_l'y”S — S_l'y”SS_lv“S] )

(
1
2
1
2
1

B WAMQW’QAVQ’YBw - &Ayﬁ’)’ﬂ/\“a’)’aw]
= AF A gy P,

Vidime, ze struktura ¥y*1 sa transformuje ako tenzor druhého radu. |
Isté zjednodusenie je mozné dosiahnut zavedenim matice +° vztahom

01,23 _

Z 1%
7" =i’y %y = — Ty (3.5.21)
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Potom je totiz mozné posledné dve matice v (3.5.19) vyjadrit kompaktnym spo-
sobom

AHVPT = _GehVPIAS MV — et PT Ny S (3.5.22)
Zakladné vlastnosti matice v° vieme odvodit priamo z jej definicie

=" (=1, {1’ }=0. (3.5.23)
Posledny vztah tiez implikuje

[v°, 8" =0, (3.5.24)

kde matica S*” bola zavedend v (3.2.9). Tento vztah vlastne znamend, ze Diracova
reprezentécia je reducibilnd, pretoze vlastné vektory matice 7° sa transformuji bez
vzéjomného premiesavania. Vo Weylovej reprezentacii (3.2.10) nadobtida matica
~® diagonalny tvar

. [-10
"}/ = . (3.5.25)
01

Spinor s vlastnou hodnotou —1 (+1) oznacujeme ako lavotoc¢ivy (pravotocivy). V
tabulke 3.1 najdeme zosumarizované bilinearne struktiry, ktoré mame k dispozi-
cif na konstrukciu Iubovolného bilinearneho spinorového vyrazu. Z nasej analyzy

matica typ Struktdry | pocet
1 skalar 1
~H vektor 4
ot = 2[7“27%] tenzor 6
el pseudovektor 4
y° pseudoskalar 1

Tabulka 3.1: Diracovské bilinedrne struktiry

vidime, Ze existuju v principe dve mozné struktiry typu prud (Stvorvektor)

Tt =y, JH = gy, (3.5.26)
ktoré odpovedaji Noetherovej priidom pre transformécie
W(z) = (), P(x) = e Y(x). (3.5.27)

Predpokladajme, Ze dany spinor ¢ vyhovuje volnej Diracovej rovnici (3.2.19)
a zratajme stvordivergencie tychto priadov. V prvom pripade dostaneme

0" = DubIV" ¢ + 7" (91)) (3.5.28)
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= ima) + (—ima)) (3.5.29)
=0 (3.5.30)

a v druhom zase

O J" = (8, 0)V" Y + V2" (0u0) (3.5.31)
= imyy>1p — py°yHA (3.5.32)
= 2ima)y°p. (3.5.33)

Oba vypocty platia pre volnu tedriu, ktora neobsahuje ziadne interakcie. Na rozdiel
od prtdu J, sa Stvorvektor J*° zachovava len pre pripad nehmotnych ¢astic m = 0.
V literattre sa J#5 oznacuje aj ako axidlny vektorovy prid a hré doleziti rolu pri
studiu nehmotnych fermiénov.

Pri analyze fyzikalnych javov je vyhodné zaviest projekéné operatory na lavo-
to¢ivi, resp. pravotodivii éast spinora pomocou matice ~°

5
-7 1+7°
.

. - 1
Je=dr =y, Jh=gyr—L

(3.5.34)

V pripade nehmotnych castic sa priudy lavotocivych, resp. pravotocivych castic
zachovavaju kazdy zvlast.

3.6 Klasické spinorové pole

Budeme postupovat podobne ako pre pripady skalarneho a elektromagnetic-
kého pola. Ukazeme si, ako je mozné zaviest "klasické" spinorové pole, ktoré nam
po skvantovani poslizi na opis neinteragujicich ¢astic so spinom 1/2. Klasické
spinorové pole ako také nie je mozné priamo fyzikédlne intepretovat. Az jeho kvan-
tové excitacie opisuju redlne existujtice castice (vid kap. 5.6), ktoré odpovedaji
fermiénovskym casticiam.

Zakladnym matematickym objektom na konstrukciu polovej teérie je Diracova
rovnica (3.2.18). Ako sme uviedli v ¢asti 3.3 tito rovnicu mozno ziskat pomo-
cou variacného principu z Lagrangianu Lpiac = z/;[zé — m|t. Z neho pomocou
Noetherovej vety (¢ast 1.5) odvodime tenzor energie-hybnosti

T ) o 3.6.1
700 T m 9 (361
= i1 p. (3.6.2)

Ak by sme pouzili symetricky Lagrangidn (3.3.18) dospeli by sme k vyrazu

i - _
V=5 (90 — (90 ) - (3.6.3)
Hustota energie spinorového pola je dané Cisto ¢asovymi zlozkami tohto vyrazu

Too = ihdyh = ip D (3.6.4)
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Celkov1 energiu spinorového pola vieme ziskat pomocou priestorového integralu
E = /d?’mTOO = /d%ww = /d?’xz’z/;voz/}. (3.6.5)

Poslednti rovnicu mozno este upravit pouzitim Diracovej rovnice (3.3.11), z ktorej
vieme vyjadrif ¢asovu derivaciu ¥ pomocou priestorovych derivacii

i = myp — iy 0.

Po dosadeni do vyrazu pre energiu dostaneme

Vyhodou tohto vztahu oproti (3.6.5) je nepritomnost ¢asovej derivicie, ktord nam
umozni jednoduchsiu aplikdciu metédy kanonického kvantovania (opisand v Casti
4.2). T aplikujeme neskor na ziskanie odpovedajicej kvantovej tedrie.

Pre celkovi hybnost zase dostaneme vyraz

P= /dxq/ﬁ(fiV)w. (3.6.7)

KedZe spinor i predstavuje vo vSeobecnosti komplexné pole, mame k dispozicii
globdlnu symetriu tvaru

Y(x) = ' (z) = eM(a), (3.6.8)

s ktorou sme sa stretli pri stidiu vSeobecného pripadu komplexného pola v casti 1.8.
Analogickym sposobom ako tam bolo uvedené, dospejeme ku stvorvektoru priudu

JH(x) = @)y (). (3.6.9)
Uz vieme, 7ze kazda zo zloziek spinora 1 vyhovuje Kleinovej-Gordonovej rov-
nici (3.2.24). Tento fakt prirodzenym spdsobom motivuje predstavit pole ¥ (x)
vo Fourierovej reprezentacii v tvare

Y(z) = 13/2 /dkei“(s(k2 —m?)(k). (3.6.10)

(2m)

Tu zavedend spinorova funkcia (k) vyhovuje rovnici

=0. (3.6.11)

k2=m?2

Podobnym sposobom ako pri skaldrnom poli (2.1.33), rozloZime pole 9 na cast s
kladnou, resp. zapornou frekvenciou

P(z) =y (2) + ¥~ (), (3.6.12)
vE(z) = W /dk e e§(k% —m2)0(£k")p(k). (3.6.13)
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Po preintegrovani cez frekvenént premennd k°, ziskame vyrazy vo forme trojroz-
mernych hybnostnych integralov

V@) = s [ ke (h), (3.6.14)

(2m)

kde argumenty predstavuji nasledujice vyrazy

9%%*'@ B = \/m? + k2. (3.6.15)

Spinory ) a 1)~ predstavuji kladnd, resp. zapornu ¢ast funkcie 1. Trojrozmerné
amplitady +* (k) vyhovuji rovniciam

PF (k) =

(m + k)y¥ (k) = 0. (3.6.16)
Porovnanim s vyrazmi (3.4.2), resp. (3.5.9) identifikujeme
us—pT, v Pt (3.6.17)

V tejto praci budeme dalej pouzivat oznacenie

=Y ajui(k), ¢(k) = bilvi(k). (3.6.18)

S

Nésledne st spinorové polia reprezentované takymito vyrazmi

Z/ o) 3/2 V2E, [asu®(p)e™® + bitv® (p)e™ P*] (3.6.19)
Z / [asfusf(p)e‘i"'“’ + b0t (p)e’P=], (3.6.20)
27-(- 3/2 P P )

Z/ o) 3/2 NeTN [astu®(p)e™P® + b5 v° (p)e'P™] . (3.6.21)
Vypocet celkovej stvorhybnosti vedie na integralny vyraz
pr = / BT = / EPpp" > [agiap — bybyf] (3.6.22)

kde zjavne posledny vyraz vo vSeobecnosti nepredstavuje pozitivne definitni veli-
¢inu pre energiu E = PO,
Pre celkovy ndboj zase pomocou (3.6.9) odvodime

Q= / 4z JO = / Pz ply = / d&*p > [agfas, + 3051 . (3.6.23)

Pri vypocte tenzora spinu poznamenajme, Ze vo vSeobecnom vzorci (1.7.17) ne-
smieme zabudnif na sumadciu cez spinorové indexy. Vysledok sa da zapisat ako

g = _ 0L juwory _ jaden 9L (3.6.24)

9(0uy) D(Oub)
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Na ndjdenie explicitnych vyrazov pre A¥(*P) a A¥we) uvazujme infinitezimélnu
transforméciu spinora 1)

Y=Y = S(A) =~ (1 - ééwwS“"> Y, (3.6.25)
=Y - %Swwéw“”, (3.6.26)

kde sme rozvinuli veobecny vztah (3.2.16) do prvého rddu podla malych paramet-
rov dw a matice S*¥ boli zavedené v (3.2.9). Priamo porovname s (1.7.8), ktory
pre konkrétnost zapiSeme v tvare

V(@) = ta(@) + Y Al 00", (3.6.27)

Ju<v

Dospievame tak k identifikacii

ALy = =iy = 210, (3.6.28)
ktoru cisto formélne preoznacime Aiuv — Aw(w) a piseme jednoducho

AV) = i, (3.6.29)
Pre pridruzeny spinor ¢ analogickym sposobom dostaneme

AV) = jgmr (3.6.30)
Ziskané vyrazy dosadime do (3.6.24) a pouzitim Lagrangidnu (3.3.11) odvodime

§HOD) = L (=8P = — 5Py

= Pyt 5Py, (3.6.31)

kde sme v poslednom vztahu vyuzili antisymetrickost matic S*# = —8%«. Z No-
etherovej vety dalej vyplyva, ze nulta zlozka vypocitaného tenzoru spinového hyb-
nosti (3.6.31)

GO(@B) — 4hn0 5By, (3.6.32)

predstavuje zachovavajicu sa veli¢inu. Trojrozmerny vektor spinu definujeme po-
mocou Leviho-Civitovho tenzoru

1 -
Si = §5z’jk5jka (3.6.33)

kde vystupuju celkové priestorové zlozky ziskané integrovanim (3.6.32)

Sjk; :/d3x50jk
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a dany argument este mozeme prepisat do vyhodnejsieho tvaru
_ 1
Sk =Y’ Sietp = T (02 Sjtp = TS = EW (V5> V&] -
Lahko nahliadneme, Ze je mozné komutétor |1, 2] prepisat

.| 03 0
[v1,72] = —2i . (3.6.34)
0 g3

Vdaka tomu sa dé zlozka S, zapisat pomocou Pauliho matice o3 v diagonalnom
tvare

1 o3 0
O =9y, Sy={"" . (3.6.35)
2 0 o3

Pre zlozku spinu v smere osi 3 potom mame

1
53 = €312 /d% S0, — 83 = 5 /d3x DRI (3.6.36)

Na zaklade izotropie priestoru dostavame vztah pre celkovy vektor spinu

1
s = 5/di’nr TS, (3.6.37)
kde vystupuje vektor matic

o1 0 oy 0 o3 0
> = R I e I . (3.6.38)
0 o1 0 oo 0 o3

Na zaklade tohto vztahu je mozné v podstate aplikovat cely formalizmus prace so
spinovou premennou znamy z nerelativistickej kvantovej mechaniky aj v kvantovej
tedrii pola (S. Weinberg, 1995).

K vysledku (3.6.37) by bolo mozné dospiet aj s pouzitim symetrického Lagran-
gidnu (3.3.18). Tenzor spinového momentu by sice nadobudal odlisny tvar

SHO — Ly (i)~ Gis® (- 50# ) ¥ (3.6.39)
- %q;[ #GoB 4 oByk] 4 (3.6.40)
— %@ [v ngha 4 Sﬁa,yu] 0, (3.6.41)

ale vysledok pre vektor spinu by sa nezmenil (N. N. Bogoliubov & D. V. Shirkov,
1980).
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Kapitola 4

Kanonické kvantovanie

4.1 Harmonicky oscilator

Pri konstrukcii kvantovej tedrie sa najcastejsie postupuje metédou kanonického
kvantovania alebo pomocou funkcionalnych metéd. V tejto praci opiSeme prvia z
nich, ktora je pouzivana aj v nerelativistickej kvantovej mechanike.

Okrem prirodzenej poziadavky relativistickej kovariantnosti spociva hlavny
problém v pocte stupniov volnosti N. V kvantovej mechanike zvycajne uvazujeme
systémy s konecnym poctom N. V kvantovej teodrii pola je ale pocet stupniov vol-
nosti nekonecny, pretoze dana konfiguracia je uré¢end hodnotou pola v kazdom bode
prislusného priestoru. Formalne je mozné takéto systémy ziskat limitnym precho-
dom N — oo. Vhodnym Startovacim bodom je potom taky kvantovo-mechanicky
systém, ktorého riesenie pozndme. Vhodnym modelom sa javi systém N neinte-
ragujicich harmonickych oscilatorov. Z kvantovej mechaniky vieme, ako je mozné
skvantovat jeden harmonicky oscilator. Otdzkou zostava, aky systém dostaneme
v limite velmi velkého poc¢tu harmonickych oscilatorov. Ako si ukdzeme v tejto
kapitole, ziskany systém je mozné interpretovat ako skalarne kvantové pole.

Harmonicky oscilator je mozné analyzovat réznymi spésobmi, ¢i uz prostrednic-
tvom Hermiteovej diferencidlnej rovnice, drahovych integralov alebo reprezentéacie
obsadzovacich ¢isel'. Posledny z nich sa javi ako velmi efektivny, a preto ho vy-
uzijeme v nasledujucej diskusii.

Predpokladame Hamiltonian jednorozmerného oscilatora s jednotkovou hmot-
nostou v tvare

A1

H= 5(ﬁ2+w2q2), (4.1.1)
kde § je operator zovseobecnenej stradnice a p jej pridruzena kanonicka hybnost.
Pre jednoduchost sme tiez polozili i = 1. Pre ucely vyhradne tejto kapitoly budeme
explicitne rozlisovat medzi klasickou veli¢inou A a jej odpovedajicemu kvantovému
operatoru A.

LV literdture sa ¢asto oznaduje ako metéda druhého “kvantovania”, ¢o je znacne miétiice,
kedze k ziadnemu dalsiemu kvantovaniu v skuto¢nosti nedochéddza.
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Vlastné stavy | n) Hamiltonidna H su rieseniami bezcasovej Schrodingerovej
rovnice a mozno ich charakterizovat pomocou nezaporného celého ¢isla n. Hodnoty
energie sd linedrnymi funkciami ¢isla n

H|n)=E,|n), E,=w(n+1/2), neN. (4.1.2)

Jednotlivé stavy | n) je mozné medzi sebou pretransformovat pomocou operédtorov
a a a' definovanych ako

at— /Y A_@ a= 1% (s D 4.1.3
a 2<q w)’ a 2<q+w). (4.1.3)

Pre doplnenie podotykame, Ze v x-ovej reprezentdcii mame p = —i0y,§ = q a v
p-reprezentacii zase p = p, § = i0p.

Transformécia medzi jednotlivymi stavmi prebieha podla nasledujtcich pravi-
diel

a'lny=vVn+1|n+1), a|ln)=+vn|n—-1). (4.1.4)

Operator a teda znizuje index stavu (t.j. anihiluje energetické kvantum w) a nazy-
vame ho preto anihilaénym operatorom. Analogicky &' predstavuje kreaény ope-
rator. Zakladnym (vakuovym) stavom je stav | 0), pre ktory plati

al0) =o0. (4.1.5)

Numerické faktory v/n 4+ 1 a y/n vo vztahoch (4.1.4) pochddzaji z normalizaénych
podmienok naloZenych na vlastné stavy |n ).

Z rovnic (4.1.3) sa pomocou komutacénych vztahov pre operdtory § a p priamo-
¢iaro odvodi

la,a'] =1, [a',a"] =[a,a] =o0. (4.1.6)

Lahko sa ukdZe, 7Ze stav | k) je vlastnym stavom operdtora poétu castic i defino-
vanym ako

>
Il

ata. (4.1.7)

Plati teda 2 |n) = n|n). S pomocou operdtora poctu Castic 7 vieme nésledne
prepisat Hamiltonidn do tvaru

N 1
A =2 (ala+aa) =w <ﬁ+2>. (4.1.8)

Zékladna myslienka metody obsadzovacich ¢isel spociva v tom, Ze namiesto urcenia
explicitného tvaru vinovej funkcie | n ) ako funkcie siradnic, sa charakterizuje dany
stav jednoducho ¢islom n, t.j. poc¢tom excitacii, ktoré sa pritomné v danom stave.
Hamiltonidn (4.1.8) je linedrnou funkciou operdtora 7 a preto mozno dedukovat,
7e excitacie daného oscildtora su fyzikalne nerozliSiteIné.
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Stav |n) obsahuje n kvant (Castic alebo tiez excitdcii) a vieme ho zapisat
pomocou zdkladného (vikuového) stavu ako

(ah"
Vn!

Pri prechode k siboru kone¢ného poc¢tu N > 1 oscilatorov, ktoré navzajom nein-

In) = 10). (4.1.9)

teraguji, budeme uvazovat stbor ich moznych frekvencii wy,ws,...,wy. Celkovy
Hamiltonian je potom dany sumou
N N 1
A=Y H,=> w, (a;an + 2) : (4.1.10)
n=1 n=1

kde vystupujice operatory spliiaji komutaéné vztahy
i all =5 af ol =16, a:.1=0 4.1.11
ay, ay, ks ay,a, [ay, ] . (4.1.11)

Prvy z tychto vztahov je zodpovedny za nezavislost dvoch harmonickych oscilato-
rov s roznymi vlastnymi frekvenciami. Stav v, v ktorom sa nachadza n; kvantov
v stave 1, no kvantov v stave 2, atd., je dany vyrazom

alyne
{n})= 1] {(\/’%|o>}, {n} = {n1,na,...}. (4.1.12)

Ukézeme teraz, Ze redlnu skaldrnu funkciu ¢ = ¢(x), ktorad vyhovuje Kleinovej-
Gordonovej rovnici

(O +m?)p(x) =0, (4.1.13)

mozeme interpretovat pomocou nekone¢ného suboru klasickych harmonickych os-
cilatorov. Ak sa ndm to podari, tak velmi jednoducho dospejeme ku kvantovej
tedrii pola, pretoze klasické oscilatory vieme kvantovat.

Aby sme lepsie porozumeli prechodu od systému s koneénym poctom castic k
systému s nekoneénym poctom, uvazujme najprv dani rovnicu (4.1.13) v koneénom
objeme V tvaru kocky, t.j. V = L?, kde L je dizka hrany kocky. Predpokladdme
splnenie periodickych hrani¢nych podmienok

o(x) = o(t,z1+ L,x9,23) = @(t,x1, 20+ L, x3) = p(t,x1, 22,23+ L). (4.1.14)

Z matematickej analyzy vieme, Ze takito funkciu je mozné rozlozit do Fourierovho
radu

1/2
2 ) )
p(x) = Ek (V::k) la(t, k)e™® +a*(t,k)e ™ ], k= (ki, ko, ks). (4.1.15)
Po dosadeni tohto rozlozenia do pohybovej rovnice (4.1.13) dostdvame rovnicu pre

amplitidy a(t, k)

a(t, k) +wia(t,k) =0, (4.1.16)
87



kde w,% = k2 + m?2. T4to rovnica mé presne tvar rovnice pre jednorozmerny har-
monicky oscildtor. Preto moézeme amplitidu a(t, k) interpretovat ako amplitidu
oscilatora s frekvenciou wy = (k2 +m?)'/2.

Periodické okrajové podmienky v priamej x—reprezentacii dalej vedt na dis-
krétne hodnoty vlnového vektora

21 21 2w .
<LTL1, f’ng, Lng) , N €Z, 1=1,2,3. (4117)

Kazdej trojici celych éisel (n1,na,n3) tak odpovedd oscildtor s energiou

2 4m 2 2 2 1z
w(k) = {m + ﬁ(m +ny + n3)} - (41.18)

Zo ziskanych vysledkov mozeme dospiet k zdveru, Ze relativistické pole (), ktoré
vyhovuje Kleinovej-Gordonovej rovnici (4.1.13) je fyzikdlne ekvivalentné siboru
harmonickych oscilatorov, ktorého zlozky vieme ocislovat trojicou celych cisel.
Jednotlivé oscilatory sa nachddzaju v uzloch diskrétnej mriezky trojrozmerného
hybnostného priestoru. V priamom priestore, kazdému z nich prinalezi rovinna
vlna tvaru exp(iw(k)t — ik - x).

Prechod k redlnemu nekoneénému priestoru L — oo vedie efektivne k nahra-
deniu diskrétneho hybnostného priestoru spojitym. Dochadza pritom k zdmene

(QL”)?)%: —>/d3k... (4.1.19)

a navyse sa nam objavi Diracova delta funkcia

(QLW)B Skg — 0(k — q). (4.1.20)

So zmenou normalizacie operatorov

o 3/2
ar — <L) ak (4.1.21)

sa komutacné reldcie (4.1.11) prepisu do
[ak,a;} =5k — q), [a,t,a;} - [ak,aq} = 0. (4.1.22)

Formula pre stav (4.1.9) zostdva v platnosti. Jediny rozdiel spociva v tom, Ze
odpovedajice stavy obsahuju kvantd s presne urcéenymi hodnotami hybnosti. V
konfiguracnom priestore by im odpovedali rovinné vlny, a preto takéto stavy ani
nevykazuju kone¢nt normalizaciu.
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Naznac¢enym spdsobom sa ndm podarilo reprezentovat funkciu p(z) vo forme
linearnej funkcie operatorov @, a' a tym padom sa ona sama stdva novym bazovym
objektom - kvantovym polom (vid rovnica (4.1.15)).

4.2 Kanonické kvantovanie

V predchadzajicej casti bol uvedeny postup operatorovej formulécie kvantovo-
mechanickej tlohy o harmonickom oscilatore, ktory mozno nahradit v istom zmysle
aj priamejsim postupom. Ten je zalozeny na tzv. formalizme kanonického kvanto-
vania. Strucne povedané potrebujeme urc¢it kanonické premenné danej tedrie a na
ne nalozit komutacné vztahy kopirujice struktiru Poissonovych zatvoriek danej
klasickej tedrie.

Pre jednoduchost uvazujme opét klasicky jednorozmerny oscilator. V kano-
nickom formalizme (H. Goldstein, C. Poole & J. Safko, 2002; J. Kvasnica et al.,
2004) sa jeho fundamentalnymi premennymi zovSeobecnend stradnica g a k nej
pridruzend zovseobecnena hybnost

o

P—af@

V premennych (g, p) mé (klasicky) Hamiltonidn oscildtora tvar H = p?/2+w?q?/2.
Pohybovt rovnicu pre dynamickd premenni A = A(g, p) mozno vyjadrit prostred-
nictvom rovnice

dA

— ={AH 4.2.1

dt { ’ }a ( )
kde na pravej strane vystupuju Poissonove zatvorky (H. Goldstein, C. Poole &
J. Safko, 2002)

Oa 0b  Oa Ob
= ——— — — —. 4.2.2

Priamym dosadenim sa Tahko overia vztahy

Posledné dve rovnice s tzv. kanonické pohybové rovnice. S ich pomocou je mozné
rozlozit vSeobecné riesenie ako sicet rieSenia s kladnou a zapornou frekvenciou

a () + a7 (t) w
_ — i 2T @) — o
(t) T 0 =i3 [a ) —a (t)] . (4.2.4)
Pre ne sa lahko odvodi pohybova rovnica

a®)(t) = iwa® (1), (4.2.5)
s rieSenim

a® (t) = ') (0) exp(Fiwt). (4.2.6)
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Spatnym invertovanim vztahov (4.2.4) a vyuzitim (4.2.3) dostaneme
{a (), a P (1)} = —i. (4.2.7)

Dosadenie (4.2.4) do Hamiltonidnu (4.1.1) vedie na

H= % a P () (1) + a(_)(t)a('*')(t)} = g [a’a + aal]. (4.2.8)

V tomto vyraze sme zachovali poradie vyrazov a(®) tak, aby bol zjavny prechod
ku kvantovému modelu. Vo vysledku (4.2.8) sme pouzili kompaktnejsi zapis

=) = a, at) = qf.

Na zaklade porovnania klasického Hamiltonidnu (4.2.8) s jeho kvantovou ver-
ziou (4.1.8) mozno formulovat kvantovaciu procediru (N. N. Bogoliubov & D. V. Shir-
kov, 1980; S. Weinberg, 1995) pomocou postuldtu kanonického kvantovania:

Dynamické premenné typu ¢,p,a,a’,... (a funkcie z nich odvodené ako
napr. Hamiltonidn H) prehldsime za operdtory, ktoré pdsobia na vlnovi
funkciu 1 stavu.

Komutacné vzfahy sa urcia na zdklade pravidla korespondencie, t.j. v rov-
niciach typu (4.2.1),(4.2.3) a (4.2.7) sa Poissonove zétvorky (4.2.2) nahra-
dia ich kvantovymi verziami

~ 1.+ 1 -~ =
{d, b}kvant. = ;[&7 b] == ;(db — b&), (429)

t.J.

1. .
{a,b}ias. — ~1[a, 0] (4.2.10)
1

Pre kvantovy systém prejde potom pohybova rovnica (4.2.1) pre veli¢inu A
(reprezentovant operdtorom A) do tvaru

i— = [A, H]. (4.2.11)

4,9 =i, [a,a"]=1. (4.2.12)

Lahko sa teraz ukéze, ze dany Hamiltonidn H sa d4 prepisat do tvaru (4.1.8). Tym
sme vlastne ukazali, ze postulat kanonického kvantovania je ekvivalentny tradic-
nému pristupu pre systém oscilatorov, ktory bol nac¢rtnuty v predoslej casti 4.1.
Ako zékladny princip vyuzijeme v dalSom prave postulat kanonického kvantova-
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nia na ziskanie kvantovej formulacie daného problému. Pritom ziskany opis bude
automaticky predstaveny v ramci formalizmu obsadzovacich ¢isel.

4.3 Schrodingerova a Heisenbergova reprezenta-
cia

Pravdepodobne najcastejsie pouzivany spdsob opisu v kvantovej mechanike je
zalozeny na Schrodingerovej reprezentacii. V nej sa ¢asovy vyvoj systému popisuje
¢asovo zavislou vlnovou funkciou ¢ = ¥(t), ktord vyhovuje ¢asovej Schrodingerovej
rovnici

iO(t) = Hy(t), (4.3.1)

kde Hamiltonidn H (operétor energie) nesie tplni informéciu o ¢asovom vyvoji
systému. V tejto reprezentdcii odpovedaji dynamickym premennym A operdtory

A, ktoré nezdvisia explicitne na case. Ich stredné hodnoty

Ay = () Ay(t) (4.3.2)

ale mozu v principe na Case zdvisiet. Casovi zdvislost v (4.3.2) mozno formélne
presunit z vlnovej funkcie na operdtor A. Preintegrujeme rovnicu (4.3.1)

(t) = U(t)y, U(t) = exp(—iHt) (4.3.3)
a dosadime do (4.3.2)
() AV(t) = SOWAT (0 = dAn(t)y, (43.4)

kde sme zaviedli
Ap(t) = U)AU(t) = et Aot (4.3.5)
Takymto sposobom sa casova zavislost preniesla z vinovej funkcie na prislusny
operator. Reprezentaciu s takouto vlastnostou nazyvame Heisenbergova reprezen-
tacia.
Zderivovanim rovnice (4.3.5) podla ¢asu, dostaneme zndmu rovnicu

%AH@) = [Au(t), H). (4.3.6)

Ak porovndme (4.3.6) s (4.2.11), vidime, ze kanonické kvantovanie vedie priamo-
¢iaro na Heisenbergovu reprezentéciu.

V Heisenbergovej reprezentacii hraje zjavne vynimoc¢nu rolu ¢asovd premenna.
Kedze fundamentalna teéria poli musi byt relativisticky invariantnd, je mozné
polozif otazku o opravnenosti pouzitia vyluc¢ne ¢asu. Preco by sme nemohli rovnako
dobre pouzit aj priestorovi premenni? Ukazuje sa, Ze plne relativisticky pristup
je mozny, pricom ¢as tam nezohrava ziadnu vynimoc¢nu rolu. Tento pristup blizsie
opiseme v dalsej casti.

4.4 Relativisticka schéma kvantovania poli

V dosledku procediry kvantovania sa z polovych funkcii stavaji polové ope-
ratory, ktoré sa vyjadruji pomocou krea¢nych a anihilacnych operatorov. Medzi
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tymito je potrebné zadefinovat prislusné komutacéné vztahy. Vseobecny operato-
rovy vyraz potom posobi na vlnovu funkciu vsetkych poli ®. Podobne ako je tomu
v kvantovej mechanike, vinova funkcia ® opisuje fyzikalny stav systému a je mozné
ju charakterizovat ako vektor v nejakom Hilbertovom priestore. Preto sa ® zvykne
oznacovat ako amplituda stavu. Aby nedochddzalo k omylu, tak v tejto ¢asti bu-
deme znacku striesky ”*” pouzivat pre operatory, ktoré budu posobit v Hilbertovom
priestore stavov ® a ziadnom inom. Inymi slovami ¢ bude predstavovat kvantové
pole.

V predchadzajucich castiach 4.1, 4.2 a 4.3 sme este ponechali tradi¢né oznacenie
operatorov pomocou striesky nad danym symbolom. V dalSom od tohto upustime
s tym, Ze je potrebné interpretovat vsetky polové funkcie ako operatorové velic¢iny.
V dalsom teda, polové vyrazy typu ¢, ¥, A* budu predstavovat polové operatory
a nie obycajné polové funkcie.

Analyzujme teraz transformacné vlastnosti vektorov ® pri aktivnych transfor-
mécidch (Obr. 1.2)

r— 1 =ANw,z), @)= ¢ @) =Mw)p(r), (4.4.1)

kde w st (koneéné) parametre popisujice Poincarého transformdciu a M predsta-
vuje transformacni maticu pre vektorové, resp. spinorové pole. Pre jednoduchost
vynechdvame index kvantového pola ¢. Transformacie (4.4.1) istym spdsobom in-
dukuju transforméaciu stavového vektora ®

B3 =U(w)a, (4.4.2)

pri¢om tato transformdcia musi byt linedrna (aby bol zachovany princip super-
pozicie stavov). V dosledku zachovdvajicej sa pravdepodobnosti musi byt dalej
splnena normovacia podmienka

U (w)U(w) = 1. (4.4.3)
V najjednoduchsom pripade translacii v Minkowského priestore plati, ze

o' (z) = o(z — a). (4.4.4)
Operator U vieme zapisat v exponencidlnom tvare

U(a) = exp(iP"a,), (4.4.5)

ktory vyplyva z grupovych vlastnosti casopriestorovych translacii. Podmienka uni-
tarnosti (4.4.3) vedie na hermitovost operatora P*, t.j. (P*)T = PH.

Casto sa stretdvame s operdtorom posunu v case, kedy a, = —0,0t. Potom
U = exp(iHt), pretoze H = Py je operdtorom energie (Hamiltonidn). Operator
P* sa tak javi ako operdtor Stvorhybnosti. Prave tento pripad sme analyzovali v
predchadzajicej casti 4.3.

ZovSeobecnenim vztahu pre Heisenbergovu reprezentaciu (4.3.5) dostdvame

¢(2) = (e — a) = U™ (@)p(2)U a). (4.4.6)
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Pre vSeobecni Lorentzovu transforméciu A zase méame

¢'(x) = p(a') = U (M)p(2)U(A). (4.4.7)

Zakladny postuldt kvantovej tedrie pola (N. N. Bogoliubov & D. V. Shirkov,
1980) je mozné uviest v nasledujtiicom tvare

Hermitovské operatory pre stvorhybnost P*, moment hybnosti, operdtor
naboja, ktoré si generatormi nekonecne malych transformécii stavového vek-
tora ® sa vyjadria potom operatorovych polovych funkcii. Tie dostaneme pre-
hladsenim polovych vyrazov ¢ v klasickej teérii za im odpovedajice operatorové
vyrazy.

Poznédmka:
Casto sa pouzivaji rozne oznacenia pre operator U. Napr. Uy = U(A), resp.
U(A, a) pre pripad Poincarého grupy. |

Pre nekonecne malé a sa stav ® transformuje podla predpisu
& — & =(1+iP-a)d, (4.4.8)
ktory je v plnej analégii s transforméaciou klasickej polovej funkcie, t.j.

¢'(z) = p(z —a) = (1 +ip- a)p(z). (4.4.9)

Ak by ¢(z) odpovedalo zvycajnej vinovej funkcii, potom koeficienty p, moézeme
intepretovat ako kvantovomechanické (vyvinové) operéatory stvorhybnosti

o _ .0
py—lal,:l@.

Podotykame, Ze je treba rozlisovat medzi P* (vyvinovy operdtor v priestore sta-
vovych vektorov) a p,, (vyvinovy operator v priestore polovych funkeif).

Odvodime teraz pohybovi rovnicu pre (vSeobecné) kvantové pole ¢(z). Po
priamom dosadeni do rovnice (4.4.6) mame

(I+ip-a)p(z) =1 —14iP-a)p(z)(14+iP-a). (4.4.10)
Odtial po porovnani ¢lenov prvého radu v a dostaneme rovnicu

_ Op(z)
oxv

resp. po kratkej iprave

i0,(x) = [¢(x), P,]. (4.4.11)

Tito rovnicu je mozné chépat ako pohybovi (dynamicki) rovnicu pre kvantové
pole p(z). Dynamika daného pola je teda plne uréend prislusnymi vyvinovymi
operatormi P, .

= —ibyp(z) +ip(r) Py,
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Zovseobecnenie na Poincarého grupu je priamociare a operdtor U nadobudne
tvar

1
U= exp[ (P a’ + 2M ,,w‘“’)} (4.4.12)
pole p(z) sa v tomto pripade transformuje podla vztahu
)
¢ (z) = (1 +ipua* + §mww“”)cp(sc), My = i(x,0, — x,0,,). (4.4.13)

Vyrazy m,, nie si ni¢ iné ako generdtory Stvorrozmernych rotécii (boostov a
rotdcii v trojrozmernom priestore). Pre komplexné polia mame navyse globdlnu
kalibracn transformaciu

0= =€, p=¢eTi (4.4.14)

Prislusny operator U(«) v transformécii &' = U(«)® mé exponencidlnu struktiru

U(a) = exp(iaQ), (4.4.15)

kde hermitovsky operator @ je operdtor naboja.

Z pohybovych rovnic (4.4.11) vieme ziskat predstavu o fyzikdlnej interpretéd-
cii kladnej a zdpornej frekvencnej casti polovych operatorov. Uvazujme pole ¢ s
hmotnostou m, ktoré je mozné zadat v tvare

p(z) = T (2) + ¢~ (z),
ota) = [ ke TsE - m)eh),

k9>0
e (z) = / dke™*2§(k? — m?)p(—k).
k9>0

Separdtnym dosadenim @™ a ¢~ do (4.4.11) ndjdeme

[T, PH] = — / dk k*e™*25(k* — m*)p(k), (4.4.16)
ko>0

[, PH] = /dkk“ “RT5(kE —m?)o(—k), (4.4.17)
ko>0

odkial uz Iahko dostaneme
kup™ (k) = F[o™ (k), Pu]. (4.4.18)

Vieme sa tiez lahko presvedcit, ze po dosadeni Fourierovej reprezentécie skalarneho
pola (2.1.38), elektromagnetického pola (2.5.72), resp. spinorového pola (3.6.14)
prejde vztah (4.4.6) do algebraického tvaru (4.4.18).
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Zavedieme teraz vlastné stavy operatora P, s danou (vlastnou hodnotou) Stvor-
hybnostou p, vztahom

P,®, = p,®,. (4.4.19)

Vynésobme teraz rovnicu (4.4.18) sprava stavom ®, a po krétkej Gprave mame
jednak

Pt (k)®, = (p, + k)T (k)®, (4.4.20)
a jednak
PuSoi(k)cI)p = (pv — kv)@i(k)@p' (4.4.21)

Z tychto dvoch vztahov vyplyva, ze vyraz ¢t (k)®, je bud nulovy, alebo predsta-
vuje amplitudu stavu so Stvorhybnostou p + k. Analogickd Gvahu vieme vykonat
aj pre vyraz ¢~ (k)®,. KedZe zdroven plati relativisticky vztah k? = m?, mozeme
operator ¢ stotoznit s kreaénym operatorom éastic s hmotnostou m a stvorhyb-
nostou k,. Podobne operator ¢~ asociujeme s anihila¢nym operdtorom.

Podotykame, ze diskusia plynica z (4.4.20) a (4.4.21) zostdva v platnosti pre
akykolvek druh pola a Statistiky (¢i uZz ide o Fermiho-Diracove alebo Boseho-
Einsteinove pole).

Ako je to s ndbojovym operdtorom? Vychddzajic z (4.4.9) a vztahov (4.4.14),
(4.4.15), vieme povedat, ze polové funkcie sa transformuji nasledovne

o =UYa)pU(a), e o =U"Ya)pU(a). (4.4.22)

Podobne ako predtym, uvazovanim nekonecne malych transformaécii s parametrom
«, odvodime rovnice

(1+in)p = (1—iaQ)p(l+iaQ), (1—ia)p = (1—iaQ)H(1+iaQ). (4.4.23)

Nésledne zanedbanim ¢lenov radu O(a?) a porovnanim élenov prvého radu po a,
dostaneme

o(x) = [p(x),Q], ¢(x) =—[p(x),Q]. (4.4.24)

Rovnice (4.4.24) prirodzene dopliiaji pohybové rovnice (4.4.18).
Nech dalej ®, , oznacuje stav so Stvorhybnostou p a zdroven vlastnym stavom
operatora @, t.j.

QPpq =qPpq. (4.4.25)

Pouzijeme osved¢eny rozklad daného pola na dve zlozky ¢ = o+ + ¢~ ako sme vy-
konali v diskusii o klasickom poli v ¢asti 2.1.1 a zapiSeme prvy zo vztahov (4.4.24)

PF = pTQ - Qp*. (4.4.26)
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Posobenim tejto rovnice na stav ®, , odvodime
PRy = 0 Py — QPP = Q(pTDyg) = (4 — 1) (9T Bpy).  (4.4.27)

Operétory pT preto mézeme interpretovat ako anihilaéné operatory vzhladom na
naboj. Analogicky by sme dostali, ze

Q(‘Eiq)p,q) =(q+ 1)(%2iq)p,q)- (4.4.28)

Operatory ¢* budeme interpretovat ako kreaéné operatory vzhladom na naboj.
Suhrnne intepretujeme vysledok zapdsobenia daného operdtora nasledovne

o @7 (k) kredcia (vznik) Castice s ndbojom —1

e ¢~ (k) anihilacia castice s ndbojom +1

(
(

(k)
. cf)+ k) kredcia Castice s ndbojom +1
< ¢ (k)

k) anihildcia castice s nabojom —1

4.5 Amplitada vakua a Fockova reprezentacia

V kratkosti si zhrnieme konstrukciu zakladného-vakuového stavu s Iubovol-
nym poctom réznych druhov castic. Uvazujme systém pozostavajici z niekolkych
vzéjomne neinteragujicich kvantovych poli. Polia nech st popisané svojimi (ope-
ratorovymi) polovymi funkciami ;1 (), ..., ().

Zakladny stav definujeme ako stav s nulovou hodnotou celkovej hybnosti a mi-
niméalnou hodnotou energie. Kedze operatory ¢~ znizuju pocet excitacii v systéme,
tak mozno definovat zakladny stav podmienkou

Ve : @ (2)®o=0, i=1,...,n. (4.5.1)
Podobnou tvahou by sme dospeli k podmienke

50, (z) = 0. (4.5.2)
Prechod k hybnostnej reprezentacii zase odpoveda podmienke

¢, (k)®o = 0. (4.5.3)

Tento vztah spolu k nemu zdruzenym vyrazom @Egaj' (k) = 0 a normovacou pod-
mienkou

Dy = 1 (4.5.4)

mozno povazovat za definiciu vdkua volnych (neinteragujtcich) poli.

Amplitidu Iubovolného stavu daného dynamického systému poli je mozné zis-
kat pomocou zavedeného vakuuového stavu a dostatoéného pouzitia algebry kre-
acnych operatorov. Napriklad amplitiida stavu, obsahujiiceho s-Castic zlozeného z
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Jis--.,Js druhov (niektoré z tychto indexov moézu byt rovnaké), je vo vSeobecnom
pripade dana vyrazom
3 3 150050 + +
/d k.. APk FOv3) (B, k)l (K)o (Ks)Po. (4.5.5)
Vystupujice funkcie F. (J1ndie) (k1,...,ks) maji vyznam zvyéajnych kvantovome-
chanickych vlnovych funkcii systému s-Castic v hybnostnej reprezentécii.
Vo vSeobecnom pripade, kedy je pocet Castic premenlivy (moZe sa menit napr.
v dosledku interakeif), je dand amplitida popisand ststavou funkcii {Fs}. Dany
stav sa potom zapiSe v tvare linedrnej kombindcii vyrazov (4.5.5) v tvare

o= > [ &k APk FO ) (K, ko)) (Kr) o) (K)o, (4.5.6)
(4,520)

Fakticky sme dospeli k tzv. Fockovskej reprezentacii amplitud stavov. Spéatny pre-
chod k priamej reprezentacii vykoname s pomocou inverznej Fourierovej transfor-
macie
1 3 3., 3> kja;
Fs(k)w/dxldxsezj JFS(...CC...),

ot (k) = ml);;/z/d3wei’“‘”so+(07w), 0(0,2) = @(x)[s0—0.  (4.5.7)

Namiesto (4.5.6) dostaneme vyraz

o= > /Fs(acl,...,:cs) 11 {go;ry(o,wy)d?’x,,}q)(). (4.5.8)

(4,520) 1Svss

V tomto pripade funkcie Fy(x1,...,xs) si v nerelativistickom pripade rovné vlno-
vym funkcidm v konfigura¢nom priestore. Podotykame, Ze ¢asova zavislost v (4.5.8)
vypadla. Ide o celkom prirodzeny dosledok toho, Zze v nami zvolenej reprezentacii
je pri absencii interakcii amplitida konstantna.

4.6 Typy komuta¢nych vztahov

V tejto Casti sa zameriame na urcenie komutac¢nych vzfahov medzi operatoro-
vymi vlnovymi funkciami. Pri kvantovani volnych teérii sme videli, Ze polové fun-
kcie bolo mozné vyjadrif ako linedrne kombinacie zovseobecnenych stiradnic a hyb-
nosti. V danom pripade si klasické Poissonove zdtvorky funkeif poli {¢(x), o(y)}
funkciami rozdielu = — y, pricom nezavisia na poli ¢. Prva z tychto vlastnosti je
dosledkom predpokladanej translacnej invariantnosti systému.

Na zéklade principu koreSpondencie dostavame néasledne pre kvantovi tedriu
volnych poli komutacny vztah

{wi(@), 05 ()} - = [pi(x), 0 (Y)] = vi(®)p;(y) =i (W)pi(z) = nij(x—y). (4.6.1)

Tym ale nie st pokryté vsetky pripustné moznosti, s ktorymi sa vo fyzikdlnom
svete vieme stretnit. Ako alternativu moézeme predpokladat aj antikomutacéni
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verziu medzi dvojicou poli

{vi(@), i (W)} = {pi(2), 0 (W)} = wi(2)e; (Y) +¢;(Y)wi(z) = nij(z—y). (4.6.2)

Hovorime, Ze kvanté poli, ktoré vyhovuja (4.6.1), st opisané Boseho-Einsteinovou
Statistikou a im odpovedajice Castice nazyvame bozény. Na druhej strane, kvanté
poli, ktoré vyhovuji (4.6.2), st opisané Fermiho-Diracovou Statistikou a im odpo-
vedajuce Castice nazyvame fermiény.

Presny tvar komuta¢nych funkcii n sa odvodi z rovnic (4.4.11), (4.4.24) a zo
struktiry operatora energie daného pola. Ukdzeme teraz, ze bez ohladu na typ
komutacného vztahu, musi platit, Ze komutacna funkcia volnych poli zavisi len na
rozdiele x — y, t.j.

{pi(®), 0 (y)} = nij(z —y), (4.6.3)

kde teraz (pre potreby tejto podkapitoly) mozu zétvorky {...} predstavovat ako
komutéaror tak aj antikomutator.

Na dokaz budeme uvazovat dané vztahy v hybnostnej reprezentacii. Kedze
t4 je dand Fourierovou transforméciou, ktord je linedrna, tak (anti)komutédtory
frekvenénych zloziek poli ¢® (k) musia byt komplexné funkcie (a nie operatorova
veli¢ina).

Najskor ukazeme, ze operatory s rovnakym znakom musia nutne komutovat,
resp. antikomutovat, t.j. platnost rovnice

{oF (k), ¢} (@)} = 0. (4.6.4)

Uvazujme amplitudu @,,, ktord bola zavedend skoér v (4.4.19) a zapdsobme na nu
operatormi ¢! (k) a Lp;r-(q) v rdznom poradi. Dostaneme dva stavy ®; a Oy

1 = ¢ ()} ( @y, B2 = ¢} (@)0] (k). (4.6.5)
Na zaklade toho, ¢o sme uz uviedli, vieme, ze pre im odpovedajice energie plati
Py®12 = (po + ko + q0) P12
Vzéjomnym séitanim a od¢itanim rovnic (4.6.5) méame
Po(®1 £ @) = Po{e (k). 0] (@)} = (po + ko + o) {7 0] 18- (4.6.6)

Ak teraz predpokladdme, Ze {p;, <p]+} je nejaké (komplexné) ¢islo rozne od nuly,
tak po jeho formalnom vykrateni by sme dostali

Py®, = (po + ko + qo) Py, (4.6.7)

¢o je v rozpore s uz odvodenym vztahom (4.4.19). Tym sme vlastne dokézali
(4.6.4).

Uvazujme dalej ¢ (k) a ¢; (q) za predpokladu k # g. Analogickym sp6sobom
ako pri stavoch (4.6.5) skonstruujeme stavy ®; a @, a tentokrat dostaneme

Po(®1 £ ©2) = Pole (k). ¢; (@)} = (po + ko — qo) {9, 0] }@p.  (4.6.8)
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Ak by sme predpokladali, ze {p;] (k), v; (@)} # 0, tak dochddzame opit k sporu

Py®, = (po + ko — qo) -
[ ——
#Po
Dokopy teda méme

{pF(k),¢T(@)} =0, ak k#gq (4.6.9)
Vztahy (4.6.4) a (4.6.9) maju jednoduchu fyzikalnu interpretdciu:

Akty kredcie (anihildcie) ¢astic réznych poli st na sebe nezavislé a takisto
sa neovplyvnuju anihilacie a kreacie castic s roznymi hodnotami hybnosti.

Vo vSeobecnom pripade sa moze na pravej strane rovnice (4.6.9) objavit vyraz
0(k—q). To ale v konfigura¢nom priestore vedie na zdvislost (4.6.3). Takyto vyraz
potom odréza transla¢éni invariantnost (anti)komutacénych reldcii. Je preto celkom
prirodzené, ze sme na dodkaz pouzili vlastnosti operatora Stvorhybnosti, ktory je
generatorom cCasopriestorovych translacii.

Nie je tazké ukdzat, Ze v pripade komplexnych poli, okrem rovnice (4.6.4),
(anti)komutédtory operdtorov prislusnych Gastic s réznymi ndbojmi si taktiez nu-
lové

{7 t={oT ¢} =0 (4.6.10)

Na dokaz je navySe potrebné uvazovat amplitidu ®, s danou hodnotou néboja
a vykonat podobnu tvahu ako pri dokaze (4.6.4). Fyzikdlny vyznam (4.6.10) je
v tom, ze kreicia a anihilacia castic s réznymi hodnotami nidbojov st na sebe
nezavislé (kvantovo-mechanicky neinterferuja).

Povazujeme teda za dokdzané, ze pre lubovolné (komplexné) pole iba nasledu-
juice vyrazy

{ug (p). 43 (P)}, {ig (p),ug (p)} (4.6.11)

mozu byt principidlne nenulové. Im odpovedajice polové vyrazy v konfigura¢nom
priestore s preto translacne invariantné

{p*(2),¢T (1)} = n*(z —y). (4.6.12)
Ich stéet vedie na celkovi komutaénu funkciu
{p(@), o)} =n"(x —y) +n~ (z —y) = n(z —y). (4.6.13)

Na néjdenie explicitnych vyrazov pre komutacné funkcie danej tedrie je nutné
vyuzit vztahy pre operdtor Stvorhybnosti a pouzit pohybové rovnice (4.4.11) a
(4.4.24).

4.6.1 Fermiho-Diracova a Boseho-Einsteinova statistika

Na urcenie konkrétneho typu komutaénych vztahov pouZijeme teraz (4.4.11).
Pritom operator Stvorhybnosti zapiSeme v tvare

R= Y [ [i @ @)+ i (@)t )] (16.14)
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V stlade s uz spominanymi vyrazmi klasickych poli, t.j. (2.1.46), (2.2.12), (2.4.35),
(2.5.80) a (3.6.22), vyjadrime tento vyraz pomocou nezévislych amplitid aZ (k)
vo vSeobecnom tvare

=> vyt (k)at(k), (4.6.15)

kde koeficienty v3* (k) s nejaké komplexné funkcie (nie operatory).
Kedze operdtory a™ a a* nekomutuji, tak ich poradie v (4.6.14) je také isté
ako poradie funkcii ¢ a (¢ v Lagrangidne. Pripomeiime, Ze operatory a* a a* su

prepojené operaciou hermitovského zdruzenia
(a* (k)" = ¥ (k).

Horné znamienko + (plus) pred druhym vyrazom na pravej strane (4.6.14) pi-
seme pre polia s celo¢iselnym spinom (skaldrne, vektorové, elektromagnetické) a
znamienko — (minus) pre polia s polo¢iselnym spinom (spinorové pole).

Na odvodenie komutacnych vztahov si najskor uvedme vztah pre komutatory
operdtorov a® a kvadratickych vyrazov na pravej strane (4.6.14) v tvare

[a*(k),a* (q)a” (@)] = {a™(k),a* (@)}a™ (q) —a* (g){a"(q),a™ (K)}. (4.6.16)

Ako uz bolo spomenuté, vyraz {O1, Oz} oznacuje bud komutator alebo antikomu-
tator operatorov Oq 2. Pritom na pravej strane rovnice (4.6.16) musime konzisten-
tne pouzit ten isty typ komutaéného vyrazu.

Analogicky plati

[a*(k),a” (q)a* (@)] = {a™(k),a” (@)}a™ (q) — ™ (g){a" (q),a* (k)}. (4.6.17)

Vdaka vztahom (4.6.4) a (4.6.10) st dalej splnené operatorové vyrazy

[a*(k),a* (q)a™(q)] = [a” (k),a” (q)a™(q)] =0,
[a™(k),a"(q)a™ (q)] = {a~ (k),a" (q)}a"(q),
[a*(k),a” (q)a™(q)] = {a™ (k),a" (q)}a™ (q).

Dosadenie vSeobecného vyrazu pre celkovii Stvorhybnost (4.6.14) do pohybovej
rovnice pre polia (4.4.18) ddva dvojicu rovnic

/d qquZ{a ), a; (q)}a; (q),
*hyal (k) = [ Paq, 3 la! (). (@) @

Z nich vidime, Ze vystupujtce vyrazy {...} na pravych strandch musia byt dmerné
vhodnej Diracovej delta funkcii

{a; (k),a] (@)} = di;0(k — q), (4.6.18)
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{a} (k),a; (@)} = F0:;6(k — q). (4.6.19)

V poslednom vyraze je nejednoznacnost tykajica sa znamienka zdoéraznend expli-
citne. Ide o priamy dosledok predpokladaného rozkladu pre celkovi stvorhybnost
(4.6.14). Pre pole kazdého typu sme tak odvodili dva druhy komutaénych vztahov.
Poziadavka, aby boli tieto vztahy symetrické vzhladom na operaciu nabojového
zdruzenia (inak povedané zdmenu ¢astic na anticastice)
at (k) «— aF (k) (4.6.20)
potom jednoznacne urcuje druh kvantovania v oboch moznych pripadoch. Symetria
(4.6.20) odraza skutoc¢nost, Ze volba medzi fundamentalnou polovou funkciou ¢ a k
nej komplexne zdruZzenou ¢ je ptthou konvenciou a nie fundamentdlnou fyzikédlnou
vlastnostou. Fyzikélne plne rovnocennd by bola volba & = ¢, 5 = . Tato substiti-
cia by ovplyvnila operator ndboja, ktory nie je invariantny vzhladom na (4.6.20).
Zaroveti ale tato substiticia neovplyvni pohybovii rovnicu (4.4.11) a vyraz pre
Stvorhybnost. Podmienka symetrickosti vzhladom na (4.6.20) taktiez poskytuje
spravny prechod od komplexného k redlnemu polu ¢ = ¢(z), a* (k) = a* (k).
Transformdcia uvedeného typu (4.6.20) sa nazyva nabojové zdruZenie a jej
odpovedajicu symetriu nazyvame ndbojova symetria. Ak budeme uvazovat rovnicu
(4.6.19) so znamienkom plus na pravej strane (pripad celoéiselného spinu), tak
potom symetria rovnic (4.6.18) a (4.6.19) podTla (4.6.20) implikuje, Ze symbol {...}
musime nutne interpretovat ako komutator. Naopak, ak by sme volili znamienko
minus v (4.6.19) (spinorové pole), tak by dand symetria bola zaru¢end podmienkou

{a,b} = {a,b}. (4.6.21)

Strucne povedané, ukazali sme, Ze polia s celo¢iselnym spinom sa kvantuju podla
Boseho-Einstenovho predpisu

la; (k),af (q)] = [a; (k),a] (q)] = d:;;0(k — q). (4.6.22)

Na druhej strane polia s polociselnym spinom sa kvantuji Fermiho-Diracovovym
sposobom

{a7 (k),af (@)}, = {a; (k),af (@)}, = 0i;0(k —q). (4.6.23)

4.6.2 Pauliho veta

Ziskané vysledky v predoslej ¢asti predstavuju v skutocnosti Specidlny pripad
Pauliho vety, ktord dava do stvisu vztah medzi transformac¢nymi vlastnostami pola
a sposobom jeho kvantovania (vztah spinu so Statistikou). Tvrdenie vety je mozné
v kratkosti zosumarizovat

Polia castic s celociselnym spinom podliehaji Boseho-Einsteinovmu sp6-
sobu kvantovania a polia Castic s polociselnym spinom zase Fermiho-
Diracovmu sposobu.
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Pauliho vetu mozno pouzit na polia akéhokolvek spinu a nachadza mnoho ap-
likacii v Statistickej fyzike a teérii tuhych latok. Tato dolezitd vlastnost plynie z
fundamentalnych postulatov kvantovej teérie pola a dosial nie je znamy dokaz,
ktory by na nich nebol zalozeny.

Ako sme si mohli v§imnut, tak na dokaz sme vyuzili symetriu vzhladom na
nabojové zdruzenie. S mozné aj iné spdsoby, pretoze narusenie spojenia medzi
spinom a Statistikou vedie k niekolkym fundamentalnym protire¢eniam. Mohli by
sme napriklad namiesto (4.6.20) pozadovat pozitivnu definitnost metriky v Hilber-
tovom priestore, t.j. splnenie nerovnosti

P*A*AD = O*|APD > 0.

Zistili by sme potom, Ze k rovniciam (4.6.18) a (4.6.19) sa d4 dospiet len v
pripade, ak plat{ podmienka (4.6.17). Zaroven, pri Fermiho-Diracovom sposobe
kvantovania pola s celo¢iselnym spinom dostaneme kontradikciu s vlastnostami
komutétora. Znamienko minus v (3.6.22) v druhom ¢lene na pravej strane pre
energiu spinorového pola by zase viedlo na nemoznost skvantovat toto pole podla
Boseho-Einsteinovho spdsobu.

4.6.3 Normalny stcin. Vakuova stredna hodnota

Zavedieme teraz dolezity pojem normaélneho tvaru operatorov a norméalneho
stcinu operatorov.

Hovorime, Ze operator je v norméalnom tvare, ak vsetky v nom vystupu-
juce kreacné operatory ¢ 1 sa nachiadzajt nalavo od vSetkych anihila¢nych
operatorov ¢~ .

Prakticky dévod na zavedenie normalneho sucinu je ten, Ze znacne ulahcCuje
konkrétne vypocty v poruchovej tedrii pre rozne rozptylové a rozpadové procesy.
Napriklad na vypocet maticového elementu ®*O® operatora O v normalnom tvare
potrebujeme vykonat v podstate len dva kroky
1) prekomutovat vsetky anihilaéné operdtory ¢~ z O s krea¢nymi operdtormi z

amplitudy @,

2) prekomutovat vSetky kreacné operatory ¢ z O s anihilaénymi operdtormi z
amplitudy &*.

Tieto kroky opakujeme az kym sa nevyskytne nejaky operator ¢~ posobiaci na
@, resp. operdtor T posobiaci na ®f, ktoré vypadni (pozri (4.5.1) a (4.5.2)).
Nakoniec ndm zostanu len isté ¢leny, v ktorych sa “spravnym spésobom” vykratia
dané operatory.

Pre konkrétnost uvazujme jednoduchy priklad. Majme dva operatory bozdénov-
ského typu @(z) a ¢(y). Postupne upravujme ich stéin s pouzitim ich komutétora

G(x)e(y) = (& (@) + ¢~ (@) (@™ (v) + ¢~ (v)
¢t (@)e™ () + ¢ (2)et(y)
@)~ (y) + ot (2)¢ (v)

(

Ay
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kde sme v poslednom kroku prepisali ¢~ (z)¢™ (y) pomocou predpokladaného ko-
mutacného vztahu (4.6.12). Takyto proces sa d& zovseobecnit na Iubovolny suéin
operatorov a je obsahom Wickovej vety. Jej podrobny ddkaz a aplikidcie mozno
najst v literature (A. N. Vasil’ev, 1998; N. N. Bogoliubov & D. V. Shirkov, 1980;
S. Weinberg, 1995). Podla tejto vety plati, Zze dany operatorovy vyraz vieme vzdy
prepisat do stuctu vyrazov zapisanych v normélnom tvare, ktoré mézu okrem kre-
acénych a anihilacnych operdtorov tedrie obsahovat navyse komutacné funkcie A.
Tym padom vieme takyto vyraz povazovat za polyném vzhladom na komutacéné
funkcie A. Cleny rozkladu, ktoré neobsahujii ani jednu funkciu A, budeme nazyvat
normalnym stucinom daného operatora. Na oznacenie normélneho stacinu budeme
pouzivat dva typy oznacenia a to pomocou dvojbodky

SO Op (4.6.25)
alebo symbolu N
N{¢1...pn} (4.6.26)

Normalny sucin volame skratene aj N-sucin a toto pomenovanie budeme dalej
pouzivat.

Hore uvedeny priklad (4.6.24) odpoved4 nasledujicemu vyrazu pre N-stéin polf
5(2) a oly)

L p(@)p(y) = @ (@)™ (y) +ET ()9 (y) +¢T ()7 (y) +¢7 (2)p (y). (4.6.27)

Ako iny priklad uvedieme teraz normdlny sti¢in dvoch Fermiho operdtorov w(a:)
a Y(y). Zjavne plati

* *

(@) e(y) = 9T (@)t (y) + T @) (y) et W)Y (@) +0 (2)e (y). (4.6.28)

Poznédmka:

Je mozné (A. N. Vasil’ev, 1998) kompaktnym sposobom zapisat vlastnosti nor-
malneho sucinu naraz pre Castice bozénového aj fermiénového typu. Predpokla-
dajme, ze sa dané operatorové pole ¢ da zapisat v tvare

o(x) = a(x) + b(x), (4.6.29)
kde a je anihila¢ny a b je kreacny operator. Nech dalej mozno pisat

a(z)a(x’) = xa(z")a(x), b(z)b(x") = xb(z")b(x). (4.6.30)
NavySe predpokladdme platnost (anti)komutaéného vztahu

a(z)b(z") — xb(x")a(x) = n(z,x), (4.6.31)

kde parameter x nadobtda hodnoty +1 v zévislosti na Statistike poli a n(z,’)
je nejakd komplexnd funkcia, ktori nazyvame aj kontrakciou pola ¢(x). Potom
N-sti¢in Tubovolnej kombindcie operdtorov b;,a; (vyjadreny cez permuticiu P)
definujeme

N{P[B(y1)...0(ym)a(z1)...a(x,)]} =epb(y1) ... b(ym)a(z1) ... a(zy),
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kde ep je rovné 1 pre bozény, ep = (—1)#¥ pricom # P sa rovna poctu transpozicii
na dosiahnutie poradia b(y1) ... b(ym)a(z1) ... a(z,) z operdtorového vyrazu

Plb(y1) - .- b(ym)a(z1) . .. a(zn)].

Zakladné algebraické operacie s N-sti¢inom mozno zhrnit do niekolkych vzta-

NI =281} N{eI] - =aN{I]- }.

N{a} =a, (4.6.32)

kde « je komplexné ¢islo a [] ... oznac¢uje lubovolny operdtorovy vyraz skonstru-
ovany z operatorov a a b.

Mozeme si vSimnut, ze N nie je linearny operator. Inymi slovami, rovnost dvoch
operatorov O1 = Oy neimplikuje rovnost N{O;} = N{Oz}. Jednoduchym protip-
rikladom je kontrakcia operdtorov a a b z (4.6.31)

Nla(z)b(a") — xb(z")a(x)] = 0 # n(z,2’) = N{n(z,2')}. (4.6.33)

Tto Specifickt vlastnost vieme zddvodnit tym, Ze N-sti¢in je dobre definovany iba
na mnozine vyrazov zlozenych vylucne z kreacnych a anihila¢nych operatorov.
Este uvedieme dva vzfahy, s ktorymi sa v literatiire mozeme stretnuit

* Nlp(@)p(a')] = ¢(z)e(z’) — n(z, z')

o N{Pp(21)...p(xn)] = epNlp(z1) ... p(2n)]

|

Od tohto okamihu budeme vSetky dynamické premenné s kvadratickou za-

vislostou na operatoroch s rovnakym argumentom zapisovat v norméalnom tvare.
Napriklad Lagrangidan pre komplexné skaldrne pole (2.2.1) bude

L=:(0,0)(0"p): —m*: pp: . (4.6.34)

Podobne to aplikujeme na dalsie veli¢iny typu tenzor energie-hybnosti, prud, atd.
Lahko sa presvedcime, Ze z definicie vakuového stavu @

o (2)Pg =0, ¢ (x)Py=0 (4.6.35)
a im konjugovanym rovniciam
Dot (z) =0, ¢ ()@ =0, (4.6.36)

vyplyva, Ze stredné hodnoty vsetkych dynamickych premennych st nulové pre
vakuovy stav

PPy =0, DIQDP =0, .... (4.6.37)

V istom zmysle sa vdaka N-sti¢inu zbavime nefyzikalnych nekonecien spojenych s
nulovymi fluktudciami vdkua (nulovd energia, nulovy ndboj a pod.). Nakolko vo
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fyzike hré objektivnu (pozorovatelnt) tlohu rozdiel dvoch energetickych stavov,
mozeme pouzitie N-stuc¢inu chdpat aj ako zavedenie nového referenéného vékua s
nulovou energiou.

Zakony zachovania, ktoré sme si uviedli pri diskusii Noetherovej vety, zostavaju
v platnosti. Pri prechode k N-sii¢inu sa ale méze narusit pozitivna definitnost
objektu.
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Kapitola 5

Kvantovanie volnych poli

5.1 Redalne skalarne pole

Pre klasické skalarne pole sme v casti 2.1.1 nasli rozklad

o(z) = ot (z) + ¢ ()
1 a3k
"o | Vi

Pri kvantovani tohto pola budeme postupovat vramci metédy kanonického kvan-
tovania a formalizmu obsadzovacich ¢isel. Pre vybrany casovy okamih ¢ = 0 mame

|:zkac T+ —ik-x k::|

d3 . .

o= [ mﬁﬂ% [ape™” + abe™ 7] (5.1.1)
3

()= | e (-0 o™ ), (5.12)

ktoré st zjavnym zovSeobecnenim vyrazov pre jednorozmerny harmonicky oscilator

1
q—m(

D4 sa ukazat, ze komutacné vztahy

a+ aT) , p=—i % (a— aT) . (5.1.3)

[p(x), p(y)] = [x(x), m(y)] =0, [p(x),7(y)] =i (z - y) (5.1.4)
su plne ekvivalentné komuta¢nym vztahom pre kreacné a anihilacné operatory
[ap7aq] = [a;rw q} =0, [ap> } = 6(3)(17 Q) (5'1'5)

Vidime, ze tieto vzfahy st v stlade so vSeobecnymi myslienkami uvedenymi na
str. 90.
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Ekvivalenciu (5.1.4) s (5.1.5) mozno dokdzat priamym dosadenim a ipravami.

Napr.
d3p d3 i e
[,L(EE), Z(y)} \/>{ (1,1:’ q lp:z: iqy [ ] —ip J,-qy}

d3 d3 s B 4 4 | |
:/ <§r>3q 2Z\/Eé“’) (p— q) {—ePoiav 4 cipatiaw)
P
; 3
= _r d°p _eip.(m_y _ eip'('y—m
2 /) (2m)3

3
_ Z/ & ip@-v
(27)3
= 25(3) (33 - y)a

alebo

3 3
@) o) = | ' 575

{ ap, a 1p‘w_iq'y + [al,, aq]e_ip‘mﬁq.y}

d3pd3 1 ip-x—iq- —ip-xz+iq-
:/ @2r)? 2 EE‘S(S)(p_‘I){eM WY femmETAY]
ptq

3
/ﬂ {eip-(m*y) _ eip(yfw)}
2wp

0,

kde posledny vyraz mozno ziskat po zimene p — —p v jednom z predchadzajucich
integralnych vyrazov. n

Na ziskanie Heisenbergovych vyrazov pre operatory (5.1.1) a (5.1.2) je potrebnd
znalost Hamiltonianu. Ten je v priamej reprezentacii dany vyrazom

1 1
H= 5/d% (8,00, + m2¢?] = §/d3w (72 +(Vp)® +m*e?], (5.1.6)

ktory teraz prepiseme pomocou operatorov ag a ak Priame dosadenie rozkladov
pre pole gp a zovseobecnenu hybnost 7 spolu s relativistickym vzfahom E2 =
= p? + m? vedie na prepis Hamiltonidnu

1
=3 /d3pEp [apai) + a;[)ap] . (5.1.7)

Tento vztah formalne odpovedd uz skor ziskanému klasickému vyrazu (2.1.46),
konkrétne jeho nultej zlozke.

Pouzitim komuta¢ného vztahu apal, = a;ap +63)(0) ndjdeme

P

1
H= /d3p E, [a;a,, + 25@“")(0)] . (5.1.8)
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Ak zadefinujeme vakuovy stav |0) tradiénym sposobom ako stav, pre ktory a,|0) =
= 0 pre vsetky p, tak potom je jeho energia Fy dani vyrazom

E|0) = H|0) = U d;)p(5<3>(0)] |0). (5.1.9)

Vidime, ze dany vyraz diverguje a to dokonca kvoli dvom réznym pri¢indm. Prva
z nich vieme analyzovat podobnou myslienkou ako bola uvedend v kap. 4.1. Pred-
stavme si konecny systém v tvare kocky s hranou dlzky L. Potom mame

L/2

(27)%63)(0) = Jim A3z P (5.1.10)
—eJ-rL/2 p=0
L/2
= lim dPr =V, (5.1.11)
L—oo 7L/2

kde V oznacuje velky, ale kone¢ny objem uvazovaného systému. Z tohto pozoro-
vania mozno dospiet k zdveru, ze 6((0) divergencia v (5.1.8) vystupuje preto,
lebo ratame celkovii energiu nekonecného priestoru. Konecné fyzikalna veli¢ina by
odpovedala hustote energie

E 3. Ep
& v /d D 5 (5 )

Vidime ale, Ze tato veli¢ina stale diverguje z dévodu pritomnosti médov s velkou
hybnostou |p| — oco. Ide teda o divergenciu pri vysokych frekvencidch, ktord sa
oznacuje ako UV divergencia. Fyzikilne pochadza z optimistickej extrapolacie fy-
zikdlnych zakonov na oblasti, kde znalosti z nizkoenergetickej oblasti nemusia byt
postacujice. Takéto UV divergencie sa daji studovat pomocou metédy renorma-
lizaCnej grupy, ¢o ale ndro¢nostou presahuje obsah tychto skript.

S divergenciou prvého typu () (0) sa mézeme vysporiadat pomocou normél-
neho stcinu : ... :, ktory bol diskutovany v casti 4.6.3. Tymto spésobom Hamil-
tonidn nadobuda tvar

H= /dSpEp ai,ap, (5.1.13)
a teda energia vakuového stavu je nulova
H|0) = 0. (5.1.14)

Tato operédcia vlastne znamend, ze v experimentoch majui fyzikdlny vyznam len
rozdiely energii a nie ich samotné hodnoty. Pod Lagrangianom teorie sa tak bude
maf na mysli

(9)? m*

M2 (5.1.15)

L— L= 5 T

Z vékuového stavu |0) mozeme zvyCajnym sposobom skonstruovat ¢asticové spek-
trum tedrie pomocou opakovaného pouzitia krea¢nych operatorov. Stavu

al...|0) (5.1.16)
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bude odpovedat energia
E=E,+E;+.... (5.1.17)

Operator celkovej hybnosti bude dany vyrazom

P= /d?’ppa;a,,, (5.1.18)

kde podobne ako pri Hamiltonidne ndm nekonec¢ny prispevok vypadol vdaka pou-
zitie normélneho stcinu.

V kvantovej teérii pola hovorime c¢asto o excitdciach daného pola ako o cas-
ticiach. To méa dobru fyzikdlnu pric¢inu, nakolko sa jednd o diskrétnu entitu so
spravnym relativistickym vztahom pre Stvorhybnost.

Lahko vieme ukéazat, Ze Statistika skalarneho pola odpoveda bozdénovskému
spravaniu. Uvazujme dva stavy |2) a |2') danymi

— alal "y — atal
12) = apab|0), [2') = ajayl0). (5.1.19)
Komutaény vztah [a}:,afl] ale zarucuje rovnost |2) = |2). Taktiez vidime, Ze

stav s danou hybnostou p moéze obsahovat Tubovolne vela excitacii. Hovorime,
ze Kleinovo-Gordonovo (skaldrne) pole vyhovuje Boseho-Einsteinovej Statistike.

Normalizacia relativistickych vztahov je trochu komplikovanejsia zalezitost.
Priamodiary pokus zalozeny na (0|0) = 1 a predpoklade |p) a;,|0> nie je spravny,
nakolko vedie na skalarny sicin

(plg) =% (p - q). (5.1.20)

Tento vztah ale zjavne nepredstavuje Lorentzovsky invariantni veli¢inu. Na ndj-
denie spravneho vztahu pre normalizaciu analyzujme konkrétny pripad boostu v
smere osi 3. Ten je dany Lorentzovou transforméciou pre Stvorhybnost

Py =7(ps +BE), E =~(E+ Bps3). (5.1.21)
Prestudujme transforméciu Diracovej delta funkcie v (5.1.20)
89 (p—q) = 3(p1 — q1)d(p2 — 42)0(ps — g3) (5.1.22)
6(ps —q3)
=6(p) — )0 (ph — ¢h) 222 5.1.23
(p1 — a1)d(pa — ¢3) dps /g ( )
/ / / / / / dpg

= 0(p1 — q1)0(py — 42)8(p5 — qg)d—p3 (5.1.24)

E
=6 —q')y [1 + Bd} (5.1.25)

dps

/

=@ (p' - q’)%, (5.1.26)

kde sme vyuzili dE/dps = p3/FE a druhy zo vztahov (5.1.21). Ziskany vyraz (5.1.26)
implikuje relativisticky korektnt transforméaciu Diracovej delta funkcie pre hyb-
nosti

Es®(p—q)=E5®(p —q). (5.1.27)
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Relativisticky jednocasticovy stav sa preto zvykne definovat

p) = \/2E,(27)*%a}|0) (5.1.28)

a skalarny sucin s inym jednocasticovym stavom je dany rovnicou

(plq) = 2E,(2m)%®) (p — q). (5.1.29)

Objasnime si dalej interpretaciu vyrazu o(x)|0), s ktorym sa budeme stretavat.

3
p(x)[0) = / (;T)Z;/Z\/;? [ape™® + ale™®®] |0) (5.1.30)
d3p efipm
_/(%)3 7o p), (5.1.31)

kde pozorujeme linedrnu superpoziciu stavov s presne definovanou hybnostou. Pre
malé (nerelativistické) energie mame E, =konst.

Vyraz ¢(x)|0) interpretujeme ako vytvorenie ¢astice v polohe . Na potvrdenie
tohto tvrdenia ratajme

<0|‘P |/ 27T 3/2 q [aqeiq-m +ajle*iq.w] V 2EP(27T)3/2QL|0>
(5.1.32)
3 Ep (3) iq-T
= (0] [ d*qy| 226 (p — q)e’@=|0) (5.1.33)
q

¢o nie je ni¢ iné ako x—reprezenticia jednocasticového stavu |p). Je mozné na
tento vysledok e’P® nazerat aj ako na vlnovi rovnicu ¢astice v polohe x a case
t = 0 v ktorom bola anihilovana.
Poznamka:

V literatire sa mozno stretnit s inymi vyrazmi. Napr. v (M. E. Peskin &
D. V. Schroeder, 1995) je komutaény vztah medzi kreaénymi a anihilaénymi ope-
ratormi voleny v tvare

[ap, a}] = (2m)*6®) (p — q). (5.1.35)

Nami zvoleny zapis je mozné ziskat jednoduchym predefinovanim
ap — (21)*?ay, a;’, — (277)3/2a;r, (5.1.36)

v prislusnych vztahoch.
|
Ako sa pri Lorentzovej transformécii zmenia kreacné a anihilacné operatory?
Uvazujme transforméciu stavu |p), ktort zapiSeme

U(A)lp) = [Ap), (5.1.37)
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kde matica A opisuje dani Lorentzovu transforméaciu. Hermitovsky zdruzend verzia
tohto vztahu pre stav |g) je

(@lUT(A) = (Aql. (5.1.38)
Vzajomnym prendsobenim dostaneme vztah
(glUT (MU (A)[p) = (glp) = (Ag|Ap), (5.1.39)

ktory vyjadruje invariantnost skaldrneho sic¢inu medzi stavmi |p) a |g). Aplikujme
na stav (5.1.28) vyvojovy operdtor U(A) s vysledkom

U(A)|p) = [Ap) = \/2Ep(27)*/2U(A)a},|0). (5.1.40)

Na druhej strane musi ale tiez platif

|Ap) = \/2Ep(27)°2al, | A0), (5.1.41)

kde |A0) = U(A)|0). Porovnanie vyrazov potom déva

VErpal, Ul = VEpU(A)ab|0), (5.1.42)

z ktorého po formélnom vydeleni vakuového stavu a kratkej iprave dostédvame

_ E\
U(N)al, U (A) = Ep” ay,- (5.1.43)
Ide vlastne o plne analogicky vztah s operdtorovou rovnicou (4.4.7).
Reldciu tplnosti mozno pomocou stavov |p) vyjadrit v tvare
d3p 1
1= — 5.1.44
| Gl ol (5.1.44

ktorého relativistickd invariantnost plynie zo vztahu
d3p 1 / d*p
—_— = 270 m? . 5.1.45
| weam, = [ e )|, 14

Z tohto vidime, ze integralny vyraz typu

3
/ (;’)’3 J;gj (5.1.46)

bude predstavovat Lorentzovsky invariantni veli¢inu v pripade, Ze funkcia f(p) je
Lorentzovsky invariantna. Predpokladame pritom, Ze integracia prebieha cez cast
hyperboloidu p° > 0.
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5.2 Vakuové fluktuacie. Kauzalita

Kvantovanie pola odpoveda kvantovaniu nekone¢ného siiboru harmonickych os-
cildtorov. Videli sme, ze vakuova energia vlastne odpoveda energii nulovych kmitov
oscilatorov. Pozrieme sa teraz blizsie eSte na dalsi typ nekonecien.

Vieme, ze poloha harmonického oscildtora v energetickom stave 1), nie je presne
dana. Inymi slovami, je splnend nerovnost

(Gnl@n) > (hnldtbn)? = 0. (5.2.1)

Analogicky fakt plati aj v polovej tedrii, ¢oho dosledkom budu neustale kvantové
fluktudcie pola ¢(x). V zdkladnom stave totiz plati, Ze

D(z,y) = (0lp(x)e(y)|0) # 0, (5.2.2)

hoci strednd hodnota (0|¢(x)|0) je nulova.
Dosadme rozklad

1 d’k
o) =G |

do vyrazu pre D(x,y). Dospejeme k vyrazu

3
1‘ y 0| d q 1 (Cl e—ip-z 4 aT eip-m)
(2m) 3/2 (2m)3/2 2\ /EpEq * © P

x (age™ “I‘T—Fa ') |0)

1 d3pd3q o
= d/ P (O\a,,aj]|0>e‘”’"”+’q'y
(2m) 2\/EpEq,

1 dgdeq iq-y—ip-x
- (27r)3/2 o e -a)
r-—q

d3p eir(@—y)
= | ——, (5.2.3)
/(QW)3 2Ep

[ e—ik:~:c + a;‘ceik-x}

kde sme vyuzili zjavné vztahy
(0araq|0) = (0agaf|0) = (0la}aq|0) = 0
a vztah plynici z komutatora (5.1.5)
(Olaral|0) = 6@ (k — q).

Z vysledku (5.2.3) je zrejma jeho transla¢nd invariantnost. Preto sa zvykne defi-
novat funkcia

d3p e~(@—y)

Dx—y)=[| ——S——. 2.4

w-= [ G (52.4)
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Uvazujme dalej limitny prechod

A3k

BT (5.2.5)

lim D ) = D(0) = Ol*(@)0) = [

Yy—x

Posledny vyraz predstavuje kvadraticky divergentni funkciu pre velké hodnoty
hybnosti k. Na rozdiel od energie nulovych kmitov vikua, ktoré mozno rozumne
odstranit z tedrie, divergencia D(0) predstavuje zavaznejsi problém. Ako mozno in-
tepretovat fakt, Ze (0p?(z)|0) = +00? V skutoénosti je nemozné namerat hodnotu
kvantového pola v jednom jedinom bode ¢asopriestoru. Na vykonanie odpovedaji-
ceho experimentu by sme potrebovali nekoneéne velké frekvencie a hybnosti. Dalej
vsetky bilinedrne vyrazy mozu vykazovat podobnu singularitu. Obzvlast znepo-
kujtce to je pre zdkladna veli¢inu, z ktorej sme vychadzali, a to bol Lagrangian
skalarneho pola.

Ukazuje sa, ze priamy fyzikalny zmysel maji len saciny poli spriemerované cez
malé konecné oblasti ¢asopriestoru. Iba tie mézu davat matematicky konzistentny
zmysel a mdzeme ich v principe pozorovat. Vysledok (5.2.5) tak interpretujeme
ako obmedzenie, ktoré nam priroda kladie na pouzitie aproximécie zalozenom na
spojitych poliach. Experiment nam vie poskytnat odhad velkosti ¢asopriestorového
objemu, ktory este teoreticky moéze davat fyzikalny zmysel.

Ziskany vysledok je tiez mozné pouzit na stidium kauzédlnych vlastnosti teorie.
Kauzalita v principe znamena schopnost vzajomného suvisu medzi réznymi uda-
lostami, ktoré si od seba vzdialené o isty Stvorrozmerny interval. Od zmysluplnej
fyzikalnej tedrie ocakavame, ze udalosti oddelené priestorupodobnym intervalom
by spolu nemali kauzélne stvisiet. Analyzujme preto komutator [¢(x), p(y)]. Po-
mocou vysledku (5.2.3) ho vieme zapisat ako

[o(x), (y)] = D(x —y) — D(y — x) = n(x —y). (5.2.6)

Na zaklade zavereénej diskusie v predchddzajicej ¢asti 5.1 vieme, Ze n(x — y)
predstavuje Lorentzovsky invariantni velicinu. Tvrdime dalej, Ze pre casupodobné
intervaly  — y nadobtda n(z — y) nenulové hodnoty. Uvazujme transforméciu do
takej sustavy, kde plati (z — y)* = (¢,0)

3y e—iFpt _ giFpt
(o(t.2).0.2)) = [ h (2.1

Pouzitim sférickych suradnic dostaneme vyraz

L/ dE VE2 —m?2 [e” P! — P! (5.2.8)

2
L

ktorého asymptotické spravanie odvodime pomocou metédy sedlového bodu. Méame
teda

[p(t, ), (0, )] ~ ™™ — e, (5.2.9)

Ide zjavne o nenulové oscilacné spravanie sa daného komutéatora.
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Naopak pre priestorupodobné intervaly x — y je n(z — y) nulovi. Uvazujme
komutator poli ¢(x) a ¢(y) v tom istom ¢asovom okamihu ¢

[o(t, x), p(t,y)] = 1/d3pl [eip(w—y) _e—ip‘(a:—y)}
@t =5 | g Jprre

3
_1 / p 1 [ez'p«mfy) _ ez‘p-(mw)}
2] @ e

=0, (5.2.10)

kde sme v druhom kroku vykonali zdmenu premennych p — —p v druhom z
vyrazov. Vyraz n(x —y) je Lorentzovsky invariantnd funkcia, a teda moze zavisiet
len na casopriestorovom intervale (z — y)2. Zo ziskaného vysledku (5.2.10) ale
plynie, Ze n(z — y) = 0 pre vietky priestorupodobné intervaly (z — y)? < 0.

Fakt, ze komutétor [¢(x), p(y)] je komplexné ¢islo, je vliastnostou volnej tedrie.
Zaratanie interakciie narusuje tento vzfah a je potrebné pouzit sofistikovanejsie
teoretické postupy na stidium interagujicich modelov.

5.3 Skalarne pole v casopriestore

Uz mame skvantované pole v Schrédingerovej reprezentéacii. Teraz si ukdzeme
ako je mozné ziskat casovu zavislost operdatorov a tym vlastne prejdeme do Hei-
senbergovej reprezentacie. Z Casti 4.3 poznédme predpis pre posun operatorovych
vyrazov v case

Ht p(z)eHE, (5.3.1)

o(x) = o(t,x) = "M p(x)

kde pole () uvazujeme v ¢asovom okamihu ¢ = 0. Pre operator hybnosti m(x)
méame analogicky vztah

7(z) = n(t,x) = eHix(x)e (5.3.2)

Ako sme podrobne analyzovali v casti 4.4, tieto posuny sii ekvivalentné pohybovym
rovniciam

iOpp(x) = [p(x), H], i0pm(x) = [r(z), H], (5.3.3)

kde Hamiltonidn je dany vyrazom

1 1 2
H= /dga: [2772 + i(Vgp)Q + %(pz . (5.3.4)

Dosadenim Hamiltonianu do pohybovych rovnic dostaneme dva vztahy

[p(2), H] = in(x) (5.3.5)

[7(2), H] = i(V? — m?)p(z). (5.3.6)
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Eliminovanim hybnosti 7(x) odvodime rovnicu pre pole ¢(z) v tvare
(O+m*)p(z) =0, (5.3.7)

ktort sme odvodili uz skor pri diskusii klasického skaldrneho pola v (2.1.3). Vidime
ale teraz, ze aj kvantové skalarne pole vyhovuje tej istej rovnici.

Pomocou Hamiltonianu H vieme ziskat Heisenbergove obrazy krea¢nych a ani-
hila¢nych operdtorov. VyuZijeme pritom uz skor ziskany tvar Hamiltonidnu (5.1.7).
Lahko sa ukéze platnost vztahu

Hap =ap(H — Ep). (5.3.8)

Jeho viacnasobnym pouzitim dostaneme

H"ap = ap(H — Ep)", (5.3.9)
resp.
H"al, = al,(H — Ep)". (5.3.10)

S pomocou nich priamo dostaneme

iHt, —iHt _

e ape eszpt7 ethaT eszt —

ap 5 al vt (5.3.11)

Aplikujeme ich teraz na pole p(x) (dané v okamihu ¢ = 0)

p(x)e

iHt d?p 1 ip-x t —ipx] —iHt
=e (271_)3/2 ﬁ [ape + a,pe } e
P

d? 1 , _
_ / _d [ape Eotpe) 4 gl o (Fptpa)]

(n)2 \J2E,

d’p 1 ip- -
= / nE E lape™ " + aLe”’ 1. (5.3.12)

2m)3/2 | 2E,

Pre tplnost dodajme, Ze by bolo mozné vykonat podobné posuny aj v priestore
pomocou operatora hybnosti

plz)=e

—iP-x iP-x
(§] ape

_ ip-x —iP-x T iP-x
=ape”, e ape

= ale'P®. (5.3.13)
Tym padom sa da pole p(x) ziskat transldciou z pola ¢(0,0)
<p(ac) — ei(Ht—Pm)%O(O’ O)G—i(Ht—P'm) — eiP‘IgO(O, O)e—iPm. (5314)

V pripade, Ze by ¢(x) popisovalo jednocasticovi vlnovi funkeiu, tak o~ Pt by
opisovalo casticu s kladnou energiou a et g0 zapornou. V kvantovej teérii pola
sa ale hovori vSeobecnejsie o médoch s kladnou, resp. zapornou frekvenciou.
Délezitym objektom v kvantovej teérii pola je Feynmanov propagator, ktory je
mozné definovat pomocou chronologického T-suc¢inu. Tento sucin formélne zoradi
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polia v smere rasticeho casového argumentu sprava dolava. Pre dva operatory
mame

T 1,0 0
T{e(x)e(y)} = {ggy;zgz; 0 i zo (5.3.15)

Pomocou tejto operdcii vieme zaviest Feynmanov propagator Ap ako vakuovi
strednii hodnotu dvojice poli

D(Z‘—y) $0>y0,

Dly—1) oy (5.3.16)

Ap(r—y) = (0[T{p(z)¢p(y)}0) = {

kde vystupuje funkcia D(z) zavedend pri diskusii skaldrneho pola (5.2.4). Tvrdime,
ze Feynmanov propagator je mozné predstavit v tvare

d* i ,
Ap(z—y) = / ﬁme_”’“_y). (5.3.17)
Vsimnime si, Ze na rozdiel od funkcie D(z) nie je v tomto vyraze py viazané pod-
mienkou p§ = E2 = p®+m?. NavySe mozeme nahliadnut, Ze Ap nie je jednoznacne
definované. V menovateli vyrazu (5.3.17) vystupuji dva pély v komplexnej rovine
(Repo, Im pg), konkrétne pre hodnoty

po = £Vp* +m?

Pri integrovani cez pg je tak nutné Specifikovat sposob ich obchédzania v komplex-
nej rovine. Pre A g volime sposob naznaceny na Obr. 5.1. Predpokladajme najprv

Im ko
—VEZ ¥ m?
o L\
_/ N Re ko

Obr. 5.1: Obchadzanie polév pri Feynmanovej Greenovej funkcii v komplexnej
rovine kg.

20 > 90 a Vyuioimoe Coauchyho integralnu vetu. Relevantny faktor v exponencidl-
nej funkeii e~ (*"~¥)+ ngm hovori, e je potrebné uzavriet integraéni krivku
zdola. Odtial mame

d3p dp i
0 0. _ 0
T’ >y .Al::(xy)/(27r)3 ?p%—pQ—mQ

:/ d’p /@ ¢ e~ (z—y)
(2m)3 27 (po — Ep)(po + Ep)
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3 2

= / d°p —2mi e—iEp(wo—yO)Hp(m—y)
(2m)3  2po

_ / d3p 1
(2m)3 2E,

Analogickym postupom pre z° < 3° by sme dospeli k potrebe uzavretia integracnej

krivky zhora s vysledkom D(y — x).
Pésobenim diferencidlneho operdtora O+m? na Ap v tvare (5.3.17) dostaneme

P G D(z —vy).

b0 ey
(2m)* k2 — m?

ki i
= [ Gyl e e

— i [ k@
= 1 / (271')4 €
= —i6W(z —y).

(O, + m?)Ap(z — y) = (@D, +m?) /

Ziskany Feynmanov propagéator Ap(z —y) tak mozno interpretovat ako Greenovu
funkciu (pozri A.2) diferencidlneho operatora [J + m?.
Obchadzanie pdlov v Ap je mozné dosiahnut aj vhodnym zavedenim malého
kladného parametra € v tvare
d*p i .
Ap(z —y) = —ip(=y), 5.3.18
r(z=y) / (2m)t p?2 —m?2 + ie’ ( )

V tomto pripade sa vyraz v menovateli dd4 upravit do tvaru (predpokladdme &
infinitezimalne)

po=+Ep, |1 - % ~+E, F % — +E, F ic. (5.3.19)
P P

Efektivne tak dochadza k posunu pélov, ktoré je schematicky znazornené na Obr.

5.2. Pri integrovani cez horni polrovinu tak déva prispevok pél pg = —FE, a pre
Im ko
°
—Vk2+m? +ic
Re kg
°
Vk2+m? —ie

Obr. 5.2: Posun polév pri Feynmanovej Greenovej funkcii v komplexnej rovine kg
zapri¢ineny dodanim malého kladného parametra €.

dolnt polrovinu zase pg = Ep.
Retardovani a advansovani Greenovu funkciu ndjdeme inou volbou obché-
dzania poélov. Napriklad pre retardovani Greenovu funkciu volime obchadzanie
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sposobom naznacenym na Obr. 5.3. Pouzitim Cauchyho integralnej vety by sme
dospeli k vysledku

D(z—y) = D(y—z) 2°>y°,
Agp(x —y) = 5.3.20
R( y) {0 yo > 20 ( )
Naopak pre advansovani Greenovu funkciu by sme mali
0 20>¢Y
Aplez —y) = ’ 5.3.21
Ale=y) {D(y:z:)D(:z:y) Y0 > 20, ( )

V praktickych vypoc¢toch mé najvacsi vyznam Feynmanov propagator, ktory zo-
hrava klucovu rolu pri konstrukcii poruchovej teérie.

Im k'()

L L
VR T m? VEE T+ m? Reko

Obr. 5.3: Obchadzanie polév pri retardovanej Greenovej funkcii v komplexnej ro-
vine kg.

5.4 Komplexné skalarne pole
Lagrangian teérie je dany

L = 0,p0"p —m*op, (5.4.1)
z ktorého plynt pohybové rovnice

(O4+m?)e = (O +m?)p =0. (5.4.2)

Fourierov hybnostny rozvoj kvantového pola (v ¢ase t = 0) je mozné po prislusnych
klasickych vyrazoch (2.2.15) a (2.2.16) zapisat v tvare

d3p 1 . ,

— 1P T a—ipT

Pl@) = / (2m)3/2 | 2E, (ape™ o bye %) (5:4.3)
Te T 4 peP™) (5.4.4)

_ d3p 1
¢f(x) = / [CEENN (ap
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Pridruzena konjugovana hybnost

oL
T=— =4 (5.4.5)
o
Odpovedajice polové vyrazy pre kongujovani hybnost st
d3p E, ; ;
_ - [P (T —ipx ip-
(@) = / eni2'\ 2 (ape™ "™ = bpe'?™) (5.4.6)
d3p . E ipx —ipx
WT(QT) = / W(—Z) 7’7 (ape e _ bI,e p ) . (547)

Nalozime jednocasové kanonické komutaéné vzfahy

[o(a), 7(y)] = i6®) (@ — y), (5.4.8)

pricom vietky ostatné povazujeme za nulové, napr. [p(x), 71 (y)] = 0 atd.
Dané komutacné vztahy su ekvivalentné s komutacnymi vzfahmi pre kreacné
a anihila¢né operatory

lap, al] = [bp, 0] = 6@ (p — q), (5.4.9)
[ap, aq) = [ai,,aq] = [bp, bq] = [bp,b:;] =0. (5.4.10)

Celkovy naboj tedrie je mozno zapisat réznymi spésobmi

Q=i [ d [g&p - gZ(p} = i/dgac [rp — 7P] (5.4.11)
= / d&®p [blbp — alap] . (5.4.12)
V Heisenbergovom obraze polové vyrazy nadobidaji plnt casovi zavislost
o) = / (2(5;?;/2\/21@ (ape™ 7" + ble'™) (5.4.13)
o(z) = / (;:;7;/2 \/21T (ale™™ + bpe™ P 7). (5.4.14)

Tieto vztahy st vlastne kvantové verzie vztahov (2.2.15) a (2.2.16).

Kauzéalne vlastnosti komplexného pola mozno prestudovat pomocou komutéa-
tora [p(x), p(y)] = n(x — y). Vdaka danym rozvojom vieme pre neho odvodit
vyhodnejsi vztah

3,13
n(:v—y) _/d pd 1 {a .a zp~m+iq-y+ [bT,b }eip-ac—iqy}
2m)3 2\ /EpEq U " P
(5.4.15)
dBp 1 ) )
— [ =L - |ogmirl@—y) _ o=y | — D(x — ) — D(y —
/(%)mp e ¢ = Dz —y) ~ Dly (x) |
5.4.16
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= (0l (2)@()10) — (0l (y)e(2)[0), (5.4.17)

kde funkcia D(z) bola zavedend v (5.2.3). Prvy z tychto ¢lenov mozno interpretovat
ako vznik Castice v bode y a jej nasledny zanik v bode x. Naopak, druhy ¢len
odpoveda vzniku anticastice v bode z a jej zaniku v bode y. Pre priestorupodobné
intervaly (z — y)? < 0 uz vieme, 7e D(z —y) — D(y — x) = 0. Z uvedeného
pozorovania vidime, ze pre komplexné pole dochiadza k vzdjomnému vyruseniu
amplitudy cCastice z x do y s amplitiidou anticastice z y do .

5.5 Elektromagnetické pole

Pri kvantovani elektromagnetického pola je potrebné zabezpecit splnenie troch
podmienok
e pozitivnu definitnost hustoty energie,

¢ dodato¢ni Lorentzovu podmienku,
e podmienku priec¢nosti pola.

Samozrejme dana formuldcia musi byt relativisticky kovariantnd.

Pri kvantovani vektorového pola sa mézeme stretnit s velmi podobnou situ-
dciou (N. N. Bogoliubov & D. V. Shirkov, 1980; S. Weinberg, 1995). Hlavny rozdiel
ale spociva v tom, ze vektorové mezény mozu existovat v troch réznych spinovych
stavoch, zatialco fotony len v dvoch. Takisto na rozdiel od mezénov maja fotény
nulovi hmotnost. Prvy z tychto rozdielov sposobi to, ze elektromagnetické pole
obsahuje viac premennych akoby v skuto¢nosti malo (prilis vela stupiiov volnosti),
pretoze A, ma az Styri komponenty, ale redlne fotény vykazuji len dva fyzikalne
stupne volnosti.

Druhy rozdiel (hmotnost foténu m = 0) vedie na nemoznost priamociareho
prevzatia kvantovacej procedury z pripadu vektorového pola (limita m — 0 v od-
povedajucich vyrazoch). Kvantovanie hypotetického vektorového pola s nekoneéne
malou hmotnostou, t.j. pola, ktoré sa 1iSi od elektromagnetického nepritomnostou
kalibra¢nej invariancie (a teda pritomnostou troch stuptiov volnosti), vykazuje
znacné tazkosti. Pokusy o jeho skvantovanie vedii na nezmysluplné vyrazy. Spo-
medzi mnohych spomenme diagonalizaciu tenzora energie-hybnosti prostrednic-
tvom (2.4.32) a konstrukciu komutaénych vztahov pre zlozky Stvorpotencidlu A,,.
V oboch pripadoch by sme dospeli k vyrazom obsahujicim velmi mali hmotnost
v menovateloch.

5.5.1 Coulombova kalibracia

V tejto casti si v kratkosti objasnime kvantovanie elektromagnetického pola
zaloZzenom na Coulombovej kalibracii, ktord ma tvar

V-A=0, A=A(x). (5.5.1)
Lagrangian elektromagnetického pola uvazujeme v tvare
1
L=~ FuF" — JMA,, (5.5.2)
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kde J# = JH(x) predstavuje vonkajsie zdroje elektromagnetického pola. Efektivne
mozno nalozenie Coulombovej kalibracie dosiahnut pomocou formalnej zameny

Potom totiz Tahko vidime, ze plati

a dané pole A; tak automaticky vyhovuje Coulombovej kalibracii (5.5.1). Ako ale
mame rozumiet diferencidlnemu vyrazu d;; — 9;0;/ V?2? Pombdze ndm Fourierova
transformécia podobne ako v casti 2.5, kde sme studovali klasické elektromag-
netické pole. Pomocou nej ziskame z A;(x) jeho Fourierov obraz A;(k). Na ten
aplikujeme dany diferencialny operator, ktory odpoveda algebraickej zamene

7 vysledného pola fll(k) sa inverznou Fourierov transforméaciou da dopracovat
spétne k polu 4;(x), ktoré bude vyhovovat Coulombovej kalibracii.
Prepiseme dalej Lagrangian (5.5.2) pomocou zloziek Stvorpotencidlu ¢ a A;

1. .. 1 1 . 1
L= EAZAZ — 563‘141'8]' + 58“08“0 - Azazw + 581143(9]142 —pp+dJ-A.
(5.5.5)

Niektoré ¢leny vymizni, ¢o sa lahko ukéze pouzitim Gaussovej vety
/d.ﬁU &AJ@AZ = —/dl‘ AiaiajAj = 0,
/dx A0 = —/dz 0D A; =0,

kde sa vyuzila metdda per partes a splnenie Coulombovej kalibracie (5.5.1). Lag-
rangian £ tak prechadza do tvaru

1.... 1 1
L= 5147’141’ - §8in8j + 581'@81'30 —pp+J-A. (5.5.6)
Vykonajme varidciu uc¢inku s tymto Lagrangidnom vzhladom na pole ¢, t.j. vy-

konajme zdmenu ¢ — ¢ + dp v Gcinku a pozadujme jeho extremdlnost 4.5 = 0.
Dostaneme variaciu

08 = /d:c [0:00;0p — p] (5.5.7)
_ / dz [0 + p] 5. (5.5.8)
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Odtial vidime, ze potencial ¢ podla ocakévania vyhovuje Poissonovej rovnici
Ap = —p. (5.5.9)

Pre uvazovany systém v neohranicenej oblasti vieme riesenie zapisat v explicitnom
tvare (A. N. Vasil’ev, 2011; L. D. Landau & E. M. Lifschitz, 1975)

t
p(t,x) = /d?’ym. (5.5.10)
Toto riesenie je jednoznacné, ak navyse pozadujeme splnenie obvyklych okrajovych
podmienok ¢ — 0, p — 0 pre |&| — oo (polia a ndboje v nekoneéne vymizni).

V zmysle rovnice (5.5.10) je potencidl ¢ uréeny hustotou ndboja a ako taky
nevykazuje dynamické vlastnosti. Dosadenim tohto integrélneho vyrazu do (5.5.6)
dostaneme

1. . 1
L= 5141141 — 58]1416]141 +J A+ Loou (5.5.11)
kde
1 p(t, z)p(t, y)
oul = —= A3y g7 .5.12
oo == [ LR @512

Vykonajme varidciu (5.5.11) vzhladom na vektorovy potencidl A : A; — A; + JA;
a dostaneme

Kedze v Coulombovej kalibricii neméame pozdiinu zlozku Ay, tak pohybova rov-
nica pre A; je

0;0;
0A; = Ji- = (% - V;) Ji- (5.5.14)
Tranverzalna zlozka pridu nadobtuda vo Fourierovom obraze tvar
1 kikl
T = Pak)Iik) = (60— 5t ) k), (5.5.15)

kde prislusny prie¢ny projektor bol zavedeny v casti 2.5.1.
Pre volné elektromagnetické pole (J; = 0) vieme priamo napisat vSeobecné
rieSenie

dgk * —ik-x ik-x
Az) :Z/(%)W\/% [ Bpare ™ + ex(R)ax (k)] (5.5.16)
+
kde e (k) predstavuju dva polarizacné vektory. Aby bola splnend Coulombova
kalibracia, musi platit

er k=0 (5.5.17)
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Pre hybnost k = (0,0, k) volime polarizaéné vektory v tvare

er(k) = —=(1,-i,0), e_(k)= %(1,@,0). (5.5.18)

Hovorime o pravotocivej, resp. lavotocivej polarizacii.
Vo vSeobecnosti platia pre polariza¢né vektory tieto vlastnosti

k-ex(k) =0, (5.5.19)

ex(k) - €3/ (k) = dwa, (5.5.20)

> e (k)er, (k) = bij — k;. (5.5.21)
A=+

Kvantovacia procedira vedie na efektivnu zamenu amplitad ay, a; na odpo-

vedajice kreacné a anihila¢né operatory. Je vyhodné zadefinovat operaciu fd,g
predpisom

199 = £(Du9) — (9u))g. (5.5.22)

Pomocou nej je potom mozné kompaktne zapisat inverzné vztahy

ap = iex(k) - /df‘me*““'z(a_gA(x), (5.5.23)
apl = —ie} (k) - / B g Al). (5.5.24)

Meto6da kanonického kvantovania je zalozena na identifikacii zovSeobecnenej hyb-
nosti, ktord je pre Lagrangidn (5.5.11) dana
OA;

TG

A;. (5.5.25)
Podmienka Coulombovej kalibracie V - A = 0 implikuje splnenie analogickej pod-
mienky pre kanonické hybnosti
V.m=0. (5.5.26)
Hustotu Hamiltonidnu ur¢ime priamociaro
H == 7TZ‘AZ‘ — £
1. . 1
=mim; — 5 AiA +50;4:0;4; — J - A — Loow
2~~~ 2

TG

1 1
= 57'(1‘71'1' + 53]/113]141 -J-A + 7'lCoul-

Nalozime dalej kanonické komutacné vztahy, ktoré mozno zapisat v tvare

) 0;0; Bk e kik
[Ai(t, ), m(t,y)] =1 <6ij - V;) 6 (z—y) = z/ (271_)36 k-(z—y) (5” _ k;2j>
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(5.5.27)
spolu s
[A;(t, ), Aj (tlv ml)] = [mi(t, @), Ty (t/v xl)] =0. (5.5.28)

Tieto vztahy implikuji komutac¢né vztahy medzi krea¢nymi a anihila¢nymi opera-

Y At
tormi ay, a ay,

[aﬁ,aﬁi} = [af,ak, } =0, (5.5.29)
[a;,ak, } = 0@ (ke — k). (5.5.30)

Celkovy Hamiltonidn v tomto pristupe nadobtda tvar
H= Z /d%Ekak ap +2&V — /d%J z) - A(z) + Hoouls (5.5.31)

kde V je objem uvazovanej oblasti priestoru a zaviedli sme oznacenie

1 [ &3k
B A O o) » 5.32
&= [ Gy e Bu= Ikl (55.2)
(t,x)p(t
Heow = ~ /d3 /d3 ot @)plt,y) (5.5.33)
47TIfc—yl

Vyhodou Coulombovej kalibracie je explicitna pritomnost fyzikdlnych stupnov vol-
nosti. Na druhej strane ale dochadza k strate Lorentzovej invariancie. To vidno na
priklade Feynmanovho propagatora

A (z — y) = (0T {A;(x) A;(2)} |0)

'k i kiki\ ik(eu)
_/Wm ((5” — k2 )e . (5534)

5.5.2 Lorentzova kalibracia

Pri nalozeni Lorentzovej kalibréacie sa postup kvantovania elektromagnetického
pola 1isi vo viacerych bodoch od Coulombovej kalibracie. V prvom rade budeme
povazovat jednotlivé zlozky vektorového potencidlu A, za nezavislé a vychddzajme
z Lagrangidnu (2.5.60). Uréme kanonické hybnosti pouzitim defini¢ného vztahu
(1.4.6), aby sme mohli aplikovat metédu kanonického kvantovania

= 9L _ —0, A", 7= 0L _ a0 — oo, (5.5.35)
0Ao DA,
Ocakavame, ze komutatory kvantovej tedrie by mali vyhovovat vztahom
[Au(@), Av(y)] = [mu(), ™ (y)] = 0 (5.5.36)
a
[Au(@), 7, (y)] = ig,d™ (x — y). (5.5.37)
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Uz z prvého z vyrazov v (5.5.35) je zrejmé, Ze nie je mozné priamodciaro uvazovat
Lorentzovu podmienku, pretoze by sme dospeli k sporu v zmieSsanom komutéatore.

Postupujme ale dalej a po vzore skalarneho pola predstavme Fourierovu repre-
zentaciu poli

A, (x) = ane’® + axfe PT] (5.5.38)

/ 27‘(‘ 3/2 /2‘1) Z
3 3
¥ (x) = / (2i)€/2 \/ |%'(—H) Z(e’\)u(p) [ane®® —axte=P®] . (5.5.39)

A=0

Na rozdiel od dvoch polariza¢nych vektorov v Coulombovej kalibracie mame teraz
Styri polarizacné vektory €*(p); A = 0,1,2,3 . Normaliza¢na podmienka pre ne
nadobuda tvar

NN =W (5.5.40)

a €” volime ako asupodobny vektor a €23 ako priestorupodobné. Vztah (5.5.40)
explicitne odpoveda rovnici

g (M- (V) = g™ (5.5.41)

Predpokladame zavislost e = €*(|p|, p) a podobne ako v ¢asti 2.5.2 volime lokalny
systém stiradnic tak, aby platilo €® || p a

ep=€e-p=0. (5.5.42)

Komutac¢né vztahy pre kreacné a anihilacné operatory su

lap,ag] = [apt,ag'] =0, (5.5.43)
lay,all] = —g* 6% (p —q). (5.5.44)
Pre priestorové zlozky komutdtorov potom méme [ap,aﬂ] = §96C)(p — q), ale
pre casové vyraz s podozrivym znamienkom [ag,agf] = —6@)(p — q). Co toto

znamienko sposobuje? Predpokladajme existenciu vakuového stav [0) : a3|0) = 0.
S jeho pomocou vieme Iahko skonstruovat jednocasticové stavy |p, ) = ap'|0).
Ratajme skalarny stcin medzi dvojicou jednocasticovych "casovych" stavov

_ 0.0 _ 3
(p,0lq,0) = (0]adad’|0) = =@ (p — q). (5.5.45)

Vidime, ze dostavame stav so zapornou normou. Ide zjavne o nefyzikalny prvok te-
orie. Na vyrieSenie tohto problému bol navrhnuty Guptov-Bleulerov pristup, ktory
spociva v Specidlnom uvazovani Lorentzovej podmienky. T4 ako takt nemoézeme
teraz chapat v operatorovom vjzname. Co tak nalozit podmienku 0, A" = 0 na
selekciu moznych fyzikdlnych stavov tedrie? Inymi slovami, v teérii Lorentzova
podmienka vystupovala ako podmienka na pripustné fyzikalne stavy |¢). Ukazuje
sa ale, ze podmienka 0, A"|¢) = 0 je prilis silnd. Ako vhodna sa javi

MAT) =0 (5.5.46)
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kde

Au /27r 3/2 /2|p Z

Jutpe” P (5.5.47)

je cast pola A, so zapornou frekvenciou. Teda v Hilbertovom priestore mame len
stavy [t), pre ktoré 9" A" [1h) = 0. Tato podmienka zaruci splnenie

(¥'0,A"¢) = 0. (5.5.48)

Hovorime, Ze operator d, A* ma nulovy maticovy element medzi fyzikalnymi stavmi.
Konstrukciu odpovedajticeho stavového priestoru mozno vykonat analogicky po
vzore klasickej teérie opisanej v casti 2.5.2. Lahko sa ukaze, ze v lokdlnom sirad-
nicovom systéme prejde podmienka (5.5.46) na

3

> (k- e)ap =0. (5.5.49)

A=0

Kedze plati k- €© = ko, k-e! = k-2 =0ak-€ = —kg, tak dostdvame podmienku
ko(ay, — a3) = 0. Teda musi platit

ay = aj. (5.5.50)

Vdaka nej sa dé ukazat, ze fyzikdlne stavy obsahuji kombinacie ¢asovych a po-
zdlznych foténov, ktorych prispevky sa navzijom rusia. Plati napriklad

@T(aitak - a%Ta,O)q) @T( azT)agé =0. (5.5.51)
Na zaver teda zosumarizujme zakladné vyrazy pre pracu s kvantovym elektromag-

netickym polom
o Lagrangian

1 14
L= —5¢ (0uAL)(OMAY) -, (5.5.52)
¢ pohybové rovnice
0A4, =0, (5.5.53)

e dodatocna Lorentzova podmienka

0A~ 0A;
P = Lo = .5.54
(2=

« vSeobecny vyraz pre operator stvorhybnosti

/d%kﬂ DAL (5.5.55)

o=1,2
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o Hamiltonidn

H=P" = /d3k\k| DAL (5.5.56)

o=1,2

e strednd hodnota vypocitand ako sumaéacia cez dovolené stavy

(P*) :<I>*/d3kk“ > ajlag®, (5.5.57)

o=1,2

o komutator polovych funkcii

[Au(z)v Au(y)] = g;wno(l" - y)7 (5558)
kde funkcia ng(z) odpoveda (5.2.6) v limitnom pripade m = 0.

o vektor spinového momentu
S = jgate / A3k € (k)ay ag, (5.5.59)

e Feynmanov propagator

d'p —ig :
A (z—y) = (0|T{A,(z)A, = B o=ip(@=y) (5.5,
wla=y) = OT{A @) A0 = [ B = (5.5.60)
Podobne ako v ¢asti 5.3 infinitezimalne maléd veli¢ina € > 0 v menovateli
zabezpedi spravne obchadzanie pdlov.

5.6 Kvantovanie spinorového pola

7 pedagogickych dévodov budeme pri kvantovani spinorového pola postupovat
rovnakym sposobom ako pri kvantovani skalarneho a elektromagnetického pola.
A to aj napriek tomu, Ze ocCakdvame splnenie inych ako komutacnych vztahov
pre spinorové pole. Cielom bude zistif, kde nastani problémy, ktorych rieSenie
nakoniec povedie na fermiénovsky charakter spinorového pola.

Vychddzajme z Lagrangidanu (3.3.11), z ktorého odvodime vyraz pre konjugo-
vanu hybnost

_OL o0 it
™ 9 iy =iyl (5.6.1)

Postupujic podla myslienok kanonického kvantovania z Casti 4.2 postulujme

komutacéné vztahy (v pevne zvolenom ¢asovom okamihu) pre spinorové pole v tvare

(@), o ()] = |6 (@), 0] (w)] =0, (5.6.2)

Ya(T), wz(w] = 6ap0 ™ (@ — ). (5.6.3)
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V poslednom vyraze vystupuje zvycajny Kroneckerov symbol d,p, kde a, b st spi-
norové indexy.

Na dalsi postup vyuZijeme rozklady (volené vo vhodnom ¢éasovom okamihu
t=0)

Z/ 2m) 3/2 = (a5 (p)e™™™ + bsfv* (p)e™ ] (5.6.4)
Z/ 27) 3/2

ktoré boli ziskané v casti 3.6.
Tvrdime, ze komutacné vztahy (5.6.3) implikuji komutacné vztahy pre kreac¢né
a anihila¢né operatory

[afju”(p)e_ip'm + bi,vsf(p)eip'm] , (5.6.5)

[ab,ast] = 676®) (p—q), [b5,b51] = =676 (p — q). (5.6.6)

Sice druhy z tychto vztahov nevyzerd prirodzene, nejedna sa zatial o vyznamny
nedostatok. V podstate len znamena to, ze vikuovy stav je teraz potrebné definovat
ako taky stav, pre ktory je bfj|0> = 0 a excitované stavy z neho mozno ziskat
aplikovanim anihila¢ného operatora by,.

Na dokaz tvrdenia spocitajme komutator spinorovych poli

[U(z), Z/ d3§7rd3 ; = {[a afﬂ u” (p)utt(q)e!@ Py
+ [bp" 0] vr(p)vsT(q)ei(m'Z’y-Q)}
N Z/ 2m)3 2, { *(p)u’ (p)y e 7Y
+ v8<p>v5<p>v°e‘“"(”)}
Z/ or)8 2, { (p+m)y e @) 4 (p— )yoe—ip-(m—y)}
B Z/ 27)3 2E 2po(7°)2e P (@)
ZS:/(QWP;?’GW(EZJ)

= 6(3)(1’ - y)7

kde sme vyuzili pri iprave suctové vzorce Y u®(p)u®(p) = p+may_ v*(p)v*(p) =
= p — m, vhodnd zdmenu premennych p — —p v jednom z integralnych vyrazov,
(7°)? = 1 a vztah py = E,. Zostavajice vztahy je mozné ziskat analogickym
postupom |
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Na odvodenie Hamiltonidnu pouzijeme vyraz (3.6.6), podla ktorého je hustota
Hamiltonidnu dand vyrazom [—i770; + m]iy. Na vypocet H upravime najskor
cast vyrazu

o= [ G

b (s + m)v%p)efpﬂ 7 (5.68)

{ »(=7pj +m)u*(p)e®®  (5.6.7)

Vels y y y W Ve a Ve .
kde sme vyuzili p-x = p’a? = —p’x;. Na daldiu Upravu pouzijeme Diracove
rovnice pre spinory u,v v tvare

B-—mu=0, ((H+m)v=0,
z ktorych jednoduchym prepisom dostaneme
(=v'pj +myu="pou, (+7p; +m)v = =~ pov. (5.6.9)

Dosadenim do (5.6.8) nakoniec mame

(—iv? 9 +m)y = Z/ o) 3/2\/ ”vo [asu®(p)e™® — b5iv® (p)e P*] . (5.6.10)

Tento vyraz vyuzijeme pri prepise Hamiltonidnu do vyhodnejsieho tvaru

H= /d%ﬁ? [—iv0; + m] ¢ = /d%w) [—in?0; + m] (5.6.11)
— Z/dii /d2p7rd q I4E [arTurT(q)e—iqm +bgvr1'(q)eiq-m]
X [aqu (p)eP® — bST S(p)e_ip'm] (5.6.12)

/ d3 p Z{ rTas ur’r (p) _ aT:fprs;rurT(_p)vs(p)

+ b ,apv TT( —p)u’(p) — b;bﬁv“(p)vs(p)} (5.6.13)
= Z / d®p Ep [a3 a5, — b5 (5.6.14)

7Z/d pE,p ST s — bfbs 4 66)(0 )] (5.6.15)

kde sme vyuzili vztahy (3.5.1), (3.5.11) a (3.5.14). Pritomnu divergenciu vieme
odstranit uvazovanim normaélneho sic¢inu H —: H :, podobne ako sme postupovali
pri skdlarnom poli v cCasti 5.1. Ziskany vyraz pre Hamiltonian vykazuje jednu
neprijemnu vlastnost. S pomocou komuta¢nych vztahov sa ukaze, ze

[H,by| = —Epbs,. (5.6.16)
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Postupom naznacenym v casti 4.4 dospejeme k zaveru, ze opdtovnym pouzitim
operdtora by, vieme "vyrobit" lubovolné mnozstvo excitdcii, pricom celkova energia
konfiguracii bude zdporna vdaka ¢lenu —b'b v Hamiltonidne H. Ukazuje sa teda,
ze nami zvolené kvantovanie spinorového pola vedie k nefyzikdlnym zaverom a je
potrebné ho adekvatne pozmenif. Moznym rieSenim je kvantovacia procedira pre
spinorové pole zalozend na zdmene komutatora za antikomutator

[, I=-{ ., } (5.6.17)

Na spinorové pole tak nalozime nasledujice vztahy

{Ya(@), ()} = {vl@) 0w} =0, (5.6.18)

{va(@), 0}(y)} = 80P (@ — ). (5.6.19)
Pre pristusné kreaéné a anihilaéné operstory potom méme

{ab, a5t} = {br, b5} = 6765) (p — q) (5.6.20)

s tym, ze zostavajice antikomutacné vztahy si identicky rovné nule. Vypocet Ha-
miltonianu s touto volbou povedie tentokrat na vyraz

3 3
H= / d*p Ep [a3fas, — b33
— 3 T T 3
- /d P Ep [aglay + b3t — 5@ (0)]
ktory uz zjavne vykazuje pozadovant vlastnost pozitivnej definitnosti. Pouzitie
normalneho stic¢inu potom efektivne vedie k nasledujicemu vyrazu pre Hamiltonian
spinorového pola

H = /d3p Ep [astas, + 03705 ] . (5.6.21)

Spektrum tedrie sa s pomocou takto ziskaného Hamiltonidnu vybuduje priamo-
¢iaro. V prvom rade zavedieme vakuovy stav zvycajnou poziadavkou

ap|0) = bp|0) = 0,Vp, 5. (5.6.22)
Vyuzitim antikomutaénych vztahov (5.6.20) vieme priamociaro odvodit

[H,a,] = —Epay, [H,all] = Epayl, (5.6.23)

[H, by = —Epbr,,  [H,bj[| = Epby. (5.6.24)

Jednocasticové stavy potom odpovedaji napriklad
p,7) = b1]0) (5.6.25)
a dvojcasticové zase
lp,7;q,8) = bgbfﬂO}. (5.6.26)
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Pouzitim antikomuta¢nych vztahov dostaneme, ze pre dany dvojcasticovy stav
plati

lp,7:4,8) = —la,s;p,r). (5.6.27)

7 neho vidime, ze v danom stave so zadanou hybnosfou p a spinom s nemdze byt
viac ako jedna excitacia. Tym pddom odpovedajice castice si popisané znamou
Fermiho-Diracovou distribiiciou.

Podotykame, Ze spinorové pole ako také nemé klasickt interpreticiu a ani jeho
kvantovi verziu nie je mozné chapat analogickym sposobom ako jednocasticovi
Schrédingerovu rovnicu. Samotny Diracov pristup je v kratkosti opisany v pri-
lohe C.5.

Znalost Hamiltonidnu (5.6.21) ndm tiez dovoli ziskat plni Casopriestorovi za-
vislost spinorovych poli (5.6.4) a (5.6.5). Kedze dané operatory vyhovuji analo-
gickym vztahom ako operatory skalarneho pola, je mozné aplikovat postup vedtci
k rovnici (5.3.12) a odvodit odpovedajice vztahy pre spinorové polia

Z/ 27) 3/2 [C‘Z“S(I’)G_W +bylv* (p)e' ] (5.6.28)
Z/ 2m) 3/2 [afﬁ-”sT(mem +bsut(p)e™™] . (5.6.29)

Zavedieme najprv tzv. fermiénovsky propagator predpisom

iSap = {tha(), Vu(y) } , (5.6.30)
ktory sa tiez zvykne zapisovaﬁ kratko ako
iS(x —y) = {v(@),v(y)}. (5.6.31)

V poslednom vztahu sa implicitne predpoklada translacna invariantnost, ktort
je mozné lahko overif. Na ziskanie explicitného vyrazu pre S(x — y) dosadime
do jeho defini¢ného vztahu rozklady (5.6.28) a (5.6.29) a upravujeme s pomocou
sumadnych vztahov (3.5.16) a (3.5.17)

, Bpddqg 1 O
zS(x—y):/ ;ﬂ {{awa?}us(p)u (q)e (prz=qy)

2/ EpEq

+{b5f, 0 v S(p)ﬁT(q)e“”_q‘y)]

3
= / (;};32;?[uS(p)a%p)e—W—w+v5(p)65<p>eip'<m‘y)}

dp 17 —ip-(z=y) | (p ip(z—y)
= (on)? 28, (p+m)e + (p—m)e . (5.6.32)
p

Z posledného vyrazu vidime, Ze dany propagator je mozné ziskat aj pomocou
funkcie D(z — y) zadanou v (5.2.4)

iS(z —y) = (idy +m) [D(x —y) — D(y — x)]. (5.6.33)
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Daleko od singularit mame

A

(10, —m)S(x —y) =0, (5.6.34)

¢o je vlastne priamym dosledkom (O, + m)D(x — y) = 0.

Pri diskusii skalarneho pola sme videli, Ze pre priestorupodobné intervaly plati,
e D(x —y) — D(y — x) = 0. Tato vlastnost potom viedla na nulovy komutdtor
[o(z),0(y)] = 0 pre (z — y)? < 0. Antikomutaény vztah pre spinorové polia vedie
ale na podmienku

{va(@), ()} =0 (z—y)* <0. (5.6.35)

Ako to teda je pre kauzéalne vlastnosti spinorového pola? Pragmatickd odpoved
znie, ze pozorovatelné veli¢iny pre fermiény st vzdy dané bilinedrnou kombinaciou.
Pre ne bude platit, ze odpovedajici komutator je mimo svetelného kuzela nulovy.

Na zavedenie Feynmanovho propagatora uvedieme najskor dve vakuové stredné
hodnoty, ktorych platnost sa da Tahko ukéazat

3
(0[ta (@)t (y)]0) = / (SW];SQJ{JP(ﬁer)abe‘iP'(f—y), (5.6.36)
Odn()a(@)l0) = [ (;f)’gz;p@—mnbeww» (5.6.37)

Feynmanov propagdtor pre spinorové polia Sg(x — y) zavedieme opéat pomocou
chronologického T-stic¢inu, ktory bol pre bozénovské polia zadefinovany v (5.3.15),
predpisom

] {<o|w(x)1/7(y)0> 2 >y, (5.6.38)

Sele —y) = OTE@IEI0 =1 10 S0

Tento vyraz samozrejme odpoveda matici typu 4 x 4. Pre praktické vypocty je
tiez vyhodny prepis Feynmanovho propagéatora do hybnostnej reprezentacie, kde
nadobuida tvar

; d4p p+m —ip-(z—y)
Sp(x—y)—z/ (277)4p2—m2—|—ise . (5.6.39)

Infinitezimdlna veli¢ina e zabezpedi spravne obchddzanie pdlov (podobne ako pre
skaldrne pole v Casti 5.3). Feynmanov propagator v danom pripade vyhovuje rov-
nici

A

(idy —m)Sp(x —y) = i6™W (z —y). (5.6.40)
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Kapitola 6
Interagujiice polia

Ddlezitou ¢rtou elementarnych castic je ich schopnost vzajomnej interakcie a moz-
nost premeny na iné cCastice. V siicasnosti pozndme styri experimentédlne dobre
podlozené interakcie, ktorymi na seba castice posobia a to

a) gravitacna,

(a)
(b) elektromagnetick,
(c) slaba,

)

(d) silné.

Gravitacne interaguji vsetky zndme formy energie a odpovedajica interakcia sa
javi ako najuniverzalnejsia vobec. V tom zmysle, Ze existuje medzi lubovolnou
dvojicou fyzikdlnych objektov. Zaroven pri vicsine fyzikdlnych javov (uréite ale
nie vSetkych), s ktorymi sa prakticky stretdvame v laboratérnych podmienkach, je
tato interakcia velmi mala. Preto sa napriklad jej prejav vo fyzike elementarnych
castic zanedbédva a vynechdva v teoretickej analyze. Naopak jej prejav je najviac
citelny na makroskopickej trovni, kde ovplyvinuje pohyb druzic, planét, celych
galaxif a vesmiru ako celku (S. Weinberg, 1972).

Elektromagneticka interakcia existuje len medzi elektricky nabitymi casticami.
Podobne ako gravitaciu, tak i elektromagnetickd interakciu radime medzi daleko-
dosahové interakcie. To preto, Ze na velkych vzdialenostiach im prislusny (staticky)
potencidl asymptoticky zanika podla Coulombovho zdkona ~ r~! a to je aj jeden
z dovodov, preco prave tieto interakcie boli z historického hladiska skiimané ako
prvé. Na druhej strane je prejav silnej a slabej interakcie zna¢ne ohraniceny na
oblast mikrosveta a ich uc¢inky st znac¢né len na relativne malych priestorovych
mierkach, ktoré si daleko od kazdodennej ludskej skiisenosti.

V tejto kapitole si na klasickej trovni vysvetlime a objasnime zakladné vlast-
nosti interakcii elementarnych castic. Na hlbsie obozndmenie sa s tu vylozenym
vykladom existuje mnoho vynikajicich ucebnic. Za mnohé spomernime (D. Grif-
fiths, 2008; J. Hotejsi, 2003; L. H. Ryder, 1996). Z populdrnych kniziek vrelo
doporucujeme (K. Huang, 2007; R. P. Feynman, 2000).
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6.1 Interakcia Castic

Zacnime nasu diskusiu elektromagnetickou interakciou. Jej pdsobenie vysvetlu-
jeme na klasickej iirovni obvykle takym spdsobom, Ze existuje invariantna vlastnost
Castic, ktori nazyvame elektricky naboj. Kazda nabita ¢astica potom vytvara vo
svojom okoli elektromagnetické pole, ktoré sa istym spdsobom (popisanym Ma-
xwellovymi rovnicami) Siri v priestore vo forme svetelnych vin. Nésledne dochadza
k interakcii tohto pola s inymi nabitymi casticami. Tym padom sa elektromag-
netické pole stdva nositelom elektromagnetickej interakcie. Kvantovanie (kapitola
5.5) vedie k opisaniu elektromagnetického pola cez jeho kvanta - fotény a elemen-
tarnym aktom interakcie medzi ¢asticou s nabojom @ a elektromagnetickym polom
sa stane pohltenie, resp. vyziarenie foténu (y-kvanta). Formalne moézeme takyto
proces predstavit v tvare “chemickej” reakcie

Q+v—Q alebo Q—Q+~. (6.1.1)

Tieto dva procesy mozeme vyhodne znazornit pomocou obojstrannej reakcie, resp.
graficky

Q+—Q+n, : (6.1.2)

Naznaceny graficky sposob bol zavedeny Richardom Feynmanom prave na zjed-
nodusenie zapisu réznych ¢asopriestorovych procesov medzi casticami a ich dalsiu
teoretickt analyzu (R. P. Feynman, 1949; S. S. Schweber, 1994) a v literatire je
znamy ako Feynmanove diagramy. Dnes ich vyskyt nie je obmedzeny len na te-
oriu elementarnych castic, ale vyskytuje sa aj v oblastiach, akymi si tuhé latky,
hydrodynamika, statisticka fyzika a iné.

V diagrame v (6.1.2) odpovedd jednoduché ¢iara Sireniu nabitej Castice a zvl-
nend Ciara foténu. Pomocou tohto diagramu sa potom da Coulombova interakcia
medzi dvojicou nabitych castic @ a Q2 znazornit

Q1+ Q2 — Q1+ Q2. (6.1.3)

Predokladame, Ze cas teCie v naznaCenom smere zlava doprava a fotén vlastne
sprostredktva interakciu medzi ¢asticami.
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Iny mozny proces je proces anihildcie, resp. vzniku paru cCastica-anticastica,
ktory mozeme graficky zachytit pomocou Feynmanovho diagramu

(6.1.4)

Na rozdiel od diagramu v rovnici (6.1.2), teraz obe jednoduché linie smeruji do(z)
interakéného vrcholu. NavysSe je nutné zamenit ¢asticu na anticasticu Q, aby bol
zachovany celkovy elektricky nadboj v danom procese. Ak sa diagram v (6.1.3) oto¢i
0 90°, dostaneme

Q, @

_ _ o
Qo Qo QuirQr, & @ (6.1.5)

Fyzikalne tento proces opisuje proces premeny paru ¢astic Qq, Q2 na par Q1, Q1
prostrednictvom jednofoténovej anihilacie.

Ako neskdr uvidime, procesy typu (6.1.2) a (6.1.4) pochddzaji z ¢lena v Lag-
rangidne tvaru

L(z) ~ eA,(x)]J*(z), (6.1.6)

kde A, je stvorpotencidl elektromagnetického pola a J* Stvorvektor pridu nabitej
Castice. Z pragmatického pohladu sa jedna o najjednoduchsiu skaldrnu struktiru,
ktord vieme skonstruovat z danych stvorvektorov. Tato relativne priamociara mys-
lienka sa skryva aj za konstrukciou komplikovanejsich modelov vo fyzike elemen-
tarnych castic.

Na kvantitativne vyjadrenie relevantnosti danej interakcie zavadzame do po-
pisu vazbové konstanty. V pripade elektromagnetickej interakcie je rozhodujicou
veli¢inou naboj e, ktory vyjadrime pomocou bezrozmerného parametra jemnej
struktury «. S pomocou fyzikdlnych konstant je tento parameter definovany ako

2

e 1
~ — I jednotkach). 1.
Treohe = 137 (v SI jednotkéch) (6.1.7)

Na zaklade pribliznej numerickej hodnoty sa potom casto konstatuje, ze elektro-

magnetickd interakcia je radu 1072 — 1073, Parameter a zohrava délezitd tlohu

v poruchovej teorii, kde je mozné konstruovat asymptotické rozvoje fyzikalnych

veli¢in (napr. Géinnych prierezov, pol¢asov rozpadu a pod.) vzhladom na «.
Typickym prikladom slabej interakcie je S-rozpad neutrénu

n—p+te + U, (6.1.8)

ktory vieme pomocou Feynmanovych diagramov efektivne vyjadrit v tvare
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n+ve—>pt+e

alebo (6.1.9)

n+p—>e +1,
Ako je zndme, nizkoenergetické procesy slabych interakcii maju tvar Stvorfermio-
novej struktiry, ako je zndzornené na diagrame (6.1.9). Na ilustrdciu uvedieme aj
dalsi priklad - proces rozpadu miénu, ktory je mozno opisat interakciou

p—— pN4
o
alebo p : (6.1.10)

N

l/e/ V\

Bt+v, —e +U. L TN
Dynamické vlastnosti slabej interakcie fenomenologlcky opisujeme Lagrangia-
nom Fermiho typu, ktory ma struktdru typu priud x prad

L~ GJY () (2), (6.1.11)
v ktorom sa vystupujici prad postuluje v tvare

T (2) = plz)Oyn(z) + De(2)Oye(z) + 7, (2)Oppu() + . . .. (6.1.12)
Matice O, zabezpecia korektni indexova sStruktiru, G je Fermiho konstanta a
operatorové polové funkcie st oznacené tymi istymi symbolmi ako im odpovedajice
Castice. Funkcia e(z) teda opisuje pole elektrénov, n(x) neutrénov, atd. Hodnotu

Fermiho konstanty G vieme vyjadrit v bezrozmernom tvare s pomocou znamych
fyzikalnych konstant a hmotnosti nukleénu M

g o M3
he h?

~107°. (6.1.13)
V systéme fyzikdlnych jednotiek, kde i = ¢ = 1, vidime, ze
[G] o [hmotnost] 2

Ako sa pri podrobnejsej analyze (J. Horejsi, 2003) ukaze, tento fakt priamo vedie
na zavislost intenzity slabej interakcie na typickej energii daného procesu. Pri ener-
gidch rddovo rovnych 1 GeV je intenzita slabej interakcie zhruba rovna (6.1.13). Z
experimentov tiez vyplyva, Ze pri energidch okolo 102 GeV prestéva byt fyzikdlny
opis zaloZeny na (6.1.11) adekvatny. Pre dalSie obozndmenie sa s teériou elektros-
labej interakcie odkazujeme ¢itatela na literatiru (J. Hofejsi, 2003; M. E. Peskin,
2019; M. E. Peskin & D. V. Schroeder, 1995).

Podla stcasnych poznatkov je teédria slabych interakcii sprostredkovand inter-
medidrnymi bozénmi, ktord v diagramatickej reprezentéacii odpoveda nasleduji-
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cemu efektivnemu nahradeniu Fermiho interakcie

- . (6.1.14)

Fundamentalnym prvkom tedrie sa tak stava proces podobny tomu z kvantovej
elektrodynamiky, na ktorom sa podiela celkovo trojica interagujtcich poli

fa

~ o (6.1.15)

kde f;;¢ = 1,2 predstavuju fermiénovské polia a W intermediarne vektorové bo-
zény so spinom 1 a hmotnostami rddovo 102 GeV.

Silnd interakcia je vyznamna pre velkd skupinu castic, ktoré sa vyznacuju
velkou hmotnostou m = m, a nazjyvaju sa sthrnne hadrény. Silnd interakcia je
zodpovednd za jadrové sily, ktoré viazu protény a neutrény v atémovych jadrach.
Nazyvaju sa tiez silnymi, pretoze v mikrosvete st zodpovedné za vyznamné kva-
litativne efekty. Tato interakcia je podobne ako slabé interakcie kratkodosahova s
fenomenologickou zavislostou

Fa1 ~ exp(—=7/Tjaa)- (6.1.16)

Prejavuje sa iba na malych vzdialenostiach, ktoré st charakterizované polomerom
jadrovych sil

~1,4 f=1,4-10 B cm, (6.1.17)

myc?

Tjad ~

pricom tato hodnota je blizka Comptonovskej dizke m—mezéna. Na malych vzdia-
lenostiach r < rj,q je ich intenzita vicsia ako napr. elektromagnetickej interakcie.

Historicky prvé opisy dynamiky silnych interakcii sa zavadzali v ramci tzv.
Yukawovskej interakcie

N N+m . (6.1.18)
N+N<+—rw N
N
ktora mala pseudovektorovy charakter
L= g¥(z)y"7U(z) - 7(2), (6.1.19)

kde 7 opisuje kvantové pole prislichajice m mezénom. V danom Lagrangidne sa
taktiez vyuziva kompaktny zapis pre nukleény (protény a neutrény) v tvare

Vp -

U= ol U= (4 i) - (6.1.20)
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Explicitne naznacené vektory v rovnici (6.1.19) zase predstavuji abstraktné vek-
tory vo vnutornom izotopickom priestore.

V stcasnosti je uz ale zname, ze fundamentalna teéria opisujuca silné inte-
rakcia je kvantova chromodynamika. Ide o teériu hmoty, ktorej elementarnymi
excitaciami su kvarky a gluény. Zakladné interakcie medzi nimi st akty kvarkovo-
gluénovej a gluénovo-gluénovej interakcie

(6.1.21)

Pritom im odpovedajiica (bezrozmernd) vizbova konstanta je rddovo rovna 1. To
vedie na omnoho zloZitejSie problémy ako je tomu v kvantovej elektrodynamike a
nevyhnutnost hladania novych (hlavne neporuchovych) pristupov.

6.2 Interak¢ny Lagrangian

Pri opisoch vzajomne interagujucich poli, pri ktorych moéze dochadzat k pre-
mene jedného typu castic na iny, sa zvykne vychadzat z plného Lagrangidnu sys-
tému, ktory vyjadrime v tvare sictu

Eplny = LO + Linty (621)

kde L je Lagrangian volnych poli (obsahuji nanajvys kvadratickd zévislost na po-
liach, napr. ¢? alebo (9¢)?) a interakény Lagrangian Ly, ktory nesie informéciu
o vzajomnom posobeni medzi danymi poliami a matematicky je dany aspon ku-
bickou zavislostou na poliach (napr. ¢ a pod). Fyzikdlne motivované priklady na
interakéné Lagrangidny boli uvedené v predchddzajicej ¢asti, napr. vztahy (6.1.6),
(6.1.11) a (6.1.19).

Dolezitym fyzikalnym problémom je stanovenie podmienok na konstrukciu in-
terakéného Lagrangidnu L. Vo vSeobecnosti sa predpokladé, ze sa musi jednat
o lokalny, hermitovsky, Lorentzovsky-invariantny skalar, zlozeny z poli a ich deri-
vacii. Na zdklade experimentdlnych pozorovani musi tiez zohladnovat pozorované
symetrie danej interakcie.

Ak sa obmedzime na interakcie polynomialneho typu, tak moézeme tvrdit, ze
interakcia skaldrneho pola ¢ so spinorovym polom moze byt typu skalar x ska-
lar: ¢(z)(z)p(z) alebo typu vektor x vektor: 1(z)y* 1 (2)d,(z). Analogickym
sposobom vieme postupovat pri najdeni najjednoduchsieho tvaru interakcie pse-
udoskaldrneho izovektorového pola piénov 7(z) s polom nukleénov ¥ zavedenym
v (6.1.20). Takyto typ sme uviedli v (6.1.19) a z formdlneho hladiska sa jed-
nalo o struktiru typu pseudoskalar x pseudoskalar v konfigura¢nom priestore, resp.
izovektor xizovektor v izotopickom priestore. Ini pripustni interakénu struktiru
(pseudovektor x pseudovektor) x (izovektor xizovektor) mozno postulovat v tvare

U(z)y' v T (2)0,m () (6.2.2)
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a predstavuje tzv. pseudovektorovy variant Yukawovskej interakcie (6.1.19). Po-
dotykame, ze izopickd symetria je narusend a exaktne je splnend iba pre pripad
silnych interakcii. Podobne symetria vzhladom na priestorovi inverziu sa zacho-
véava iba pre silné interakcie a elektromagnetickt interakciu. V slabych interakciach
sa parita nezachovava vobec (D. Griffiths, 2008). Tok slabych interakci{ méa tvar li-
nearnej kombinacie vektora a pseudovektora. Z experimentov tiez vieme, ze zakony
zachovania elektrického a baryénového naboja, ktory bol zavedeny pre rozliSenie
silno interagujicich castic od ostatnych, platia pre vSetky typy interakcii. Ide o
absolitne platné zakony zachovania.

V stvislosti so zdkonom zachovania pre elektricky naboj je nutné, aby bol dany
Lagrangian invariantny vzhladom na (globélnu) kalibra¢ni transforméaciu prvého
druhu (pozri (1.8.2)) komplexne zdruzenych poli opisujicich nabité ¢astice

© =%, e (6.2.3)
s ktorym sme sa stretli napr. pri komplexnom skaldrnom poli v ¢asti 2.2. Ana-
logicky je mozné konstruovat zachovivajice sa ndboje pre iné typy (bary6novy,
podivnost, atd.).

V kvantovej teoérii pola zohravaju velmi dolezitd rolu jednoduché modely, obsa-
hujtice relativne maly pocet poli. V tejto praci sa stretneme s modelom (redlneho)
skalarneho neutralneho pola, ktory je opisany Lagrangidnom

L= 50u)0"¢) ~ (@)~ 2 (w). (6:2.4)

Jeho Euklidovskd verzia (¢asovd premennd sa efektivne zamiena za dalSiu priesto-
rovii premennt) je zékladnym modelom v Statistickej fyzike, kde popisuje kritické
vlastnosti fazového prechodu druhého druhu v Isingovom modeli. Parameter A v
poslednom ¢lene (6.2.4) predstavuje viazbovil konstantu a tento model sa zvykne
nazyvat aj ¢*-modelom. V principe je mozné pole ¢ povazovat ako za skalar, tak
aj za pseudoskalar. Z tohto dévodu je p* —model vhodny aj na opis pién-piénového
rozptylu, ktory je mozno zapisat v tvare

m2
L= %(aﬂ‘f’) H(0"p) = (@) (@) = Mep(w) - (), (6.2.5)

kde ¢ = (¢F, 7%, 77) je izovektor. Clen obsahujiici A(¢(x)- ¢ (z))? opisuje sti¢asne
niekolko rozptylovych procesov

7T:t+7T:t—>7Ti—‘r7Ti, 7r++7r_<—>770+7r0, 70+ 70 = 70 4 70,
(6.2.6)

Ako uz bolo spomenuté na konci predchidzajicej casti 6.1, tak tieto tri inte-
rakcie nemozno povazovat za fundamentalne. V kvarkovo-gluénovom modeli sa
pidn-piénové interakcie a takisto aj pién-nukleénové interakcie odvodzuji od za-
kladnych kvarkovo-gluénovych interakeii. AvSak bozénové interakcia vo ¢* mo-
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deli (6.2.4) hra dolezitd ulohu pri vysvetleni Higssovho mechanizmu a to bol aj
hlavny dévod, preco sme tento model uviedli.

6.3 Komplexné skalarne pole

Zameriame sa teraz na sposob zavedenia interakcie medzi elektromagnetickym
polom a komplexnym skaldrnym polom, ktoré bolo analyzované v casti 2.2. Ako
sme uviedli, Lagrangian komplexného pola mozno zadat pomocou dvojice kom-
plexne zdruZenych poli ¢,$* s Lagrangidnom £ = (9,p)(0"¢p) — m?¢ep, ktory
bol zavedeny v (2.2.1). Podla ¢asti 1.8 vieme, Ze tento Lagrangiin je invariantny
vzhladom na tzv. (globdlne) kalibracné transformécie prvého druhu, ktoré v infi-
nitezimalnom tvare nadobudaju tvar

o =1ihp, dp =—ilp, (6.3.1)

kde A je Tubovolné redlne ¢islo. V suvislosti s ¢astou 1.5 uvedme kratku poznamku
o pouzitom oznaceni. V (6.3.1) piSeme znak varidcie ¢ namiesto A, ktory sme
pouzili v (1.5.2). To preto, lebo v analyzovanom pripade kalibra¢nej invariancie,
nedochddza k aktivnej transformdcii systému. Inymi slovami X v (1.5.2) je rovné
nule. Potom z porovnania (1.5.2) a (1.5.8) dostaneme, ze do = A¢. Taktiez v
literature sa vieme castejsie na tomto mieste stretnit s oznacenim 9.

Iny mozny pristup k zavedeniu komplexného pola je predstavit (¢, ) pomocou
ich rozloZenia na redlnu a imaginarnu zlozku

_¢1tips (52801—2#72
V2 V2o

Dosadenim tychto vztahov do Lagrangidnu (2.2.1) odvodime

012 €R. (6.3.2)

L= %(auw)(a“tm) + %(%@2)(5%2) - %(w? +©3)- (6.3.3)

Kalibra¢nu transforméciu (6.3.1) predstavime teraz v geometrickom tvare. Za-
pisSme dvojicu zloziek ¢; o ako dvojrozmerny vektor

P = pi1e1 + paey, (6.3.4)
kde jednotkové vektory e; o tvoria prislusni ortonormélnu bazu vnatornom (fik-

tivnom) priestore. Lagrangidn (6.3.3) sa tymto sposobom da prepisat do tvaru

2

1 " m
L=5(0up) (0"p) = ¢ ¢ (6.3.5)

Koned¢nt kalibracni transforméciu pre zlozky (6.3.2) potom vieme zapisat v tvare

= (o1 itpy), (6.3.6)

resp. pouzitim Eulerovho vztahu ziskame pre zlozky ¢ o transformacény predpis

@) tigh =e

0] = pr1cos A — pasin A, ph = @1sin A + g cos A. (6.3.7)
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Tieto rovnice moézeme interpretovat ako rotaciu vektora ¢ o uhol A v rovine danej
vektormi e; a eq. Stbor takychto rotécii tvori komutativnu grupu SO(2). Na dru-
hej strane mozno kazdi rotéciu predstavit v tvare komplexnej jednotky e}, ktori
je mozné trividlne stotoznit s unitdrnou "maticou" v jednorozmernom priestore.
To pozorovanie plynie vdaka vztahu e} (e’r)* = 1. Llahko sa mozeme presvedcit,
Ze unitdrne matice v jednorozmernom pripade tvoria grupu U(1). Vidime teda, ze
kalibra¢né transformécie prvého druhu generuju grupu SO(2) = U(1).

Vratme sa naspat k analyze kalibracnej invariancie. Kedze sme predpokladali,
Ze parameter A nezavisi na polohe v ¢asopriestore, jednalo sa o tzv. globalnu ka-
libra¢na transforméciu. Globalnu v zmysle, ze ak vykoname otocCenie vektora ¢ o
nejaky uhol v jednom bode, tak sa prislusné otocenie vykona zaroven vo vsetkych
ostatnych bodoch casopriestoru. Zo sSpecialnej tedrie relativity ale ocakdvame ko-
nec¢nu rychlost fyzikalnych signélov. Pozrime sa preto na situdciu, kedy A nebude
pevne zvoleny parameter, ale bude opisany nejakou funkciou A = A(z). Mdzeme o
nej predokladat, Ze sa meni len lokalne v istej oblasti casopriestoru. Takéto trans-
forméacie sa potom zvyknt oznacovat ako lokdlne kalibracné transformacie, resp.
kalibra¢né transformécie druhého druhu (L. H. Ryder, 1996; N. N. Bogoliubov &
D. V. Shirkov, 1983). Predpokladajme nekonecne mali transforméciu, teda A < 1.
Potom méame infinitezimalnu zmenu pola

= ¢ +il(z)p. (6.3.8)
Odtial podla (1.5.2) s prihliadnutim (1.5.8) a Xé) = 0 mdme

dp =iN(x)p, Oup — Oup +i(0uN)p +iA(0,9). (6.3.9)
7Z poslednej rovnice vidime, zZe mald zmena derivacie pozostiva z dvoch ¢lenov

0(0up) = 1(0,N)p + 1A (D). (6.3.10)
Komplexnym zdruzenim transformécii (6.3.9) a (6.3.10) dostaneme

o = —ilN(z)p, 0(0u,p) = —i(0uN)p — iA(Oup). (6.3.11)

Oproti kalibraénym transformécidm prvého druhu (6.3.1) vidime, Ze derivdcie pola
¢ obsahuji navyse vyrazy d,A. Preto hovorime, ze vyraz 0, sa netransformuje
kovariantne podla kalibra¢nych transformécii druhého druhu. Ako sa ale zmeni
Lagrangian £ pri takychto transformécidch? Pozrime sa preto na to, ako sa zmeni

5L = 8[(8up) (0"9)] — m*5(pp)
= [0(0,9))(0"¢) + (8" 0)[6(8,p)] —m* - 0
= [1(0u M) + iM(0u)| (9" @) + (0" ¢) [=i(Du M) — iA(0uP)]
= (0uM)[i(0"9)p — ip(0"p)]
= —(9u0)J", (6.3.12)
kde sme identifikovali Noetherovej prad J¥, ktory bol odvodeny v (2.2.7). Aby

sme dosiahli pozadovani kalibra¢ni invarianciu Lagrangianu, zavedme nové kom-
penzacné pole A, (sugestivne pouzijeme pismeno A, pretoze sa neskdr ukéze, ze
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ho vieme stotoznit s elektromagnetickym polom). Pole A, bude vystupovat spolu
s pradom J* v novom clene v Lagrangidne £ v tvare

Ly =—eJlA, = —ie[p(0'p) — (0" P) )AL, (6.3.13)

kde e mozno stotoznit s elektrickym ndbojom ¢astic komplexného pola (nezamienat
si ho ale s ndbojom elektrénu) a interpretovat ako vizbovi konstantu modelu.
Navyse dalej pozadujeme nehomogénnu transforméciu pola A,

1 1
A= A= 20, 5A, = —Z0.A. (6.3.14)

Potom totiz pre novy celkovy Lagrangian £ + £; dostaneme

5(L+ L1) = 6Ly + 6L,

— (D N)J" — €(8.],) A* — e JH(5AM)

—(BuN)T* — e(8.],)AF + J*(D,A)

—e(5.,) A" (6.3.15)

Vyraz pre 6J* odvodime pomocou vztahov (2.2.7) a (6.3.11)

dJH = i6(poHp — O D) = —20p(OMA). (6.3.16)
Sthrnne tak vidime, Ze celkova zmena sictu Lagrangianov £ + £ je

0L+ 0Ly =2eA, (0" N)pep. (6.3.17)

Postupujme dalej rovnakym spdsobom ako sme naznacili a pripoc¢itajme k celko-
vému Lagrangianu dalsi ¢len

Lo =e?A, Al oo, (6.3.18)
o ktorom sa s pomocou (6.3.14) Tahko presved¢ime, Ze sa transformuje podla

6Ly = 2e* A, (8AM)op + €2 A, AF5 ()
= —2eA, (0, N)pep. (6.3.19)

Séitanim (6.3.17) a (6.3.19) nakoniec dospejeme k pozadovanému vynulovaniu
zmeny celkového Lagrangianu

5L+ 5Ly + 0Ly =0. (6.3.20)

Vidime teda, ze Lagrangian £ + L1 + Lo je invariantny vzhladom na kalibra¢nt
transforméciu druhého druhu (6.3.8). Nutnou komplikdciou za dosiahnutie tohto
ciela je zavedenie dodatoc¢ného pola A,. Ocakavame, Ze toto pole musi samo osebe
vykazovat vntutorni dynamiku a byt opisané pomocou vhodného Lagrangianu. Ako
vhodna volba, ktorad je tiez kalibracne invariantna, sa javi antisymetricka Struk-
tara Fy, = 0,A, — 0, A,, ktord ndpadne pripomina tenzor elektromagnetického
pola (2.5.4). Odpovedajtci Lagrangidn L3 je potom mozné zapisat v tvare

1
3=~ FuF", (6.3.21)
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ktory sa velmi ponasa na Lagrangian elektromagnetického pola (2.5.19). Zdovod-
nenie koeficientu —1/4 mozno néjst pri odvodeni (2.5.18). V sume nakoniec do-
stavame celkovy Lagrangian

Lsum :£+£1+£2+£3
1
= (0,9) (0" ) — m*Pp — ZFWFW (kvadraticka cast) (6.3.22)
—ie[p(9"p) — (0" P)p|A, + €2 A, AP, (interakcie) (6.3.23)

alebo v skratenom tvare
. . . . 1
Loum = (0"¢ — ie A" ) (O + ieA,p) — mP* oo — EFWFW' (6.3.24)

Pozorovania:

(i) Porovnanim pdévodného Lagrangidnu komplexného skaldrneho pola (2.2.1) a
kalibra¢ne invariantného Lagrangidnu (6.3.24) si vSimnime, Ze prechod medzi
nimi je dany zdmenou obycajnej parcidlnej derivicie d,, za tzv. kovariantni
derivaciu

Do = (0, +ieA,)p. (6.3.25)

O tejto derivacii sa da ukazat, ze sa transformuje kovariantne vzhladom
na kalibra¢né transforméacie druhého druhu. Konkrétne pouzitim vztahov
(6.3.9), (6.3.10) a prihliadnutim na nehomogénnu transformaciu A, (6.3.14)
mame

5(Dup) = 8(8,up) +ie(6A,)p +icA,dp
= iA[0up +ieA, ]
= iA(Dyp). (6.3.26)

Derivéacia D, sa tak transformuje rovnakym spésobom ako pole ¢. S pra-
vidlom uvedenej zameny

0y — O, +ieA,, (6.3.27)

sa moézeme stretnit uz v prednaskach venovanych klasickej teérii elektro-
magnetizmu (A. N. Vasil’ev, 2011). Pre dalSie technické detaily odporicame
diskusiu v dodatku B.3.

Je zrejmé, Ze pole ¢ bude nosi¢om naboja +e, zatialéo pole ¢ bude charak-
terizované ndbojom —e a kovariantnou derivaciou (pole A, je redlne)

Dup = (0, — ieA,)p. (6.3.28)

Derivécia D, ¢ sa rovnako ako D, transformuje kovariantne vzhladom na
kalibracné transformécie druhého druhu.
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(ii) Uz zo spomenutej diskusie o identifikacii kalibra¢ného pola A,, s elektromag-

(iii)

netickym polom plynie nové interpretdcia A,. Jednd sa vlastne o kalibracné
pole, ktoré zavddzame preto, aby bola dosiahnutd plnd lokdlna U(1) kalib-
ra¢nd invariancia tedrie.

Nehomogénne Maxwellove rovnice je mozné ziskat z celkového Lagrangianu
(6.3.24) pomocou Eulerovych-Lagrangeovych rovnic (1.4.5). V danom pri-
pade nadobtdaju tvar

oL oL
oA, ~ <a<ayAu>>‘ 0

Z nich postupne ziskame
Oy FM = —ie[p(0"p) — (9" @)p] + 262 At

= —ie[p(D"'p) — (D P)¢]
= _eJ", (6.3.29)

kde
T =i[p(D"p) — (D P)y] (6.3.30)

je kovariantnd verzia Noetherovej pridu (2.2.7). Antisymetrickost tenzora
F,,, zarucuje, Ze nulovost divergencie tohto pridu

0,J" =0. (6.3.31)
V pritomnosti elektromagnetického pola sa tak zachovava J* a nie J*.

7 analyzy v poslednej ¢asti vyplynulo, ze elektromagnetické pole je nehmotné.
Ak by totiz prislusny Lagrangidn (6.3.21) obsahoval hmotnostny ¢len

L =m>A, A, (6.3.32)

tak by celkovy Lagrangian nebol invariantny vzhladom na kalibracné trans-
forméacie (6.3.14). Inymi slovami, kalibraéna invariancia vedie priamo na ne-
hmotnost kalibra¢nych pola (resp. jeho nosicov - foténov). V prednaskach
teodrie elektromagnetického pola je nulovda hmotnost foténu asociovana so za-
kladnymi postulatmi Specidlnej téorie relativity (rychlost svetla je konstantnd
v Tubovolnej inercidlnej vztaznej stistave).

Naboj komplexného pola e bol pri odvodzovani zavedeny ako védzbova kon-
Stanta v kovariantnej derivacii (6.3.25) a (6.3.28). Z celkového Lagrangidnu
(6.3.24) totiz vidime, Ze polia ¢ a A, si zviazané nelinedrnym ¢lenom, ktory
je imerny e. Mozeme preto dedukovat, ze elektricky naboj e hraje dvojaka
rolu: jednak ide o zachovdvajicu sa veli¢inu (2.2.13) a jednak uréuje silu inte-
rakcie. Tento druhy (dynamicky) aspekt je désledkom poziadavky kalibracne;
invariancie. Akonéhle sa objavi nejaké zachovavajica sa veli¢ina (izospin, po-
divnost, atd.), méZeme sa pytat, ¢i to nie je tiez spdsobené pritomnostou ne-
jakého nehmotného kalibra¢ného pola. A ¢ “ndhodou” neexistuje interakcia
medzi nim a polom castic s odpovedajticimi vlastnostami.
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6.4 Spinorové pole

Teraz aplikujeme postup z predchadzajiicej casti na zavedenie interakcie medzi
elektromagnetickym a spinorovym polom. V tomto pripade je zavedenie o nieco
jednoduchsie ako pre komplexné skalarne pole, ¢o pochadza z mensieho poctu
derivicif v Lagrangidne spinorového pola. Uz sme odvodili (3.3.18), ze Lagrangidn
(volného) spinorového pola je mozné predstavit v symetrickom tvare

Lsym = % [0y (8u1) — (O )v* 9] — mapep. (6.4.1)

Pomocou kalibra¢nych transformdcii druhého druhu uvazujme opét fazovii funkciu
A = A(x) a vykonajme prislusnt transforméciu spinorov ¢ a v do prvého radu
podla A

P(z) — e_iAw(x) ~ [1—iA(2)|y(x), (6.4.2)
7])(:6) — eiAQZJ(:c) ~ 1+ zA(x)]q/;(x) (6.4.3)

Z tychto vztahov vidime, Ze infinitezimélne transformécie spinorového pola si
Sih = —iN, S = iA. (6.4.4)

Analogicky ako pri komplexnom poli aj teraz je odpovedajici vyraz X (“S )V (1.5.3)
rovny nule, lebo sa jednd o vndtornd symetriu. Dosadime priblizné vztahy (6.4.3)
do (6.4.1) a postupne upravime. Za¢nime s hmotnostnym ¢lenom

5(pp) = (89)¢ + 9 (6%)
= ihpup(x) — ihgpy
=0, (6.4.5)

kde sme dosadili vztahy (6.4.4). Zjavne sa teda 11 pri transformécidch (6.4.3)
nezmeni (do prvého rddu podla A). Hovorime potom, Ze ide o invariantny vyraz
vzhladom na kalibracné transformécie.

Podobne postupujeme pre kineticky ¢len v (6.4.1)

5 (V" () — (B )y ) = (3)V*Outp + Py 60,1
— (80, 0)y" ¢ — (Durp)v* o0
= iAYYHOpp — Py D, (i)
— 0 (IAY)Y ) + iA (D )y )
= iAJ”YM(?M/’ - Z’Al[_}’Y#a/ﬂ// - i(auA)iﬁ'Y“lZ’
— NPy — i(0u M)y + iN(Du )y )
= “2i(0, M)y
= 2i(3,A) I, (6.4.6)
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kde ¢leny vyssieho ako druhého radu v A boli zanedbané a identifikovali sme prad
spinorového pola (3.6.9). Sihrnne sa preto Lagrangian (6.4.1) transformuje nasle-
dovne

Loy — Loym + (0, A)J*. (6.4.7)

Aby doslo k “odstraneniu” posledného ¢lena a tym dosiahnutiu kalibracnej inva-
riancie, zavedieme (kompenzac¢né) kalibracné pole A,,. Pozadujeme navyse, aby sa
transformovalo podla

Ay Au(w) — 0,A(x). (6.4.8)

Mbzeme si vSimnuf, Ze sa jedna o analogicky predpis ako bol uvedeny v pred-
chadzajucej ¢asti v rovnici (6.3.14). Zaroven priddme do celkového Lagrangidnu
interakény clen

Ling = eJ, A", (6.4.9)

Na néjdenie spoésobu akym sa transformuje novy Lagrangidn £ = L, + Line po-
trebujeme urcit transforméciu pradu J,

0Ju(@) = 6 (yu)

= (6U)7u0 + 7,69
= iAW — iy,
=0. (6.4.10)

Teda spinorovy prad J,, sa pri kalibraénych transformécidch (6.4.3) nemeni. Mdme
uz pripravené vsetky ¢iastkové vysledky na urcenie transformovaného Lagrangianu
L. Postupne upravujme
0L = §(Lsym + Lint)
= (0 N)JH +e(6J*)A, +eJH6A,
= (0 N)JH — JFO,A
=0, (6.4.11)
kde sme postupne vyuzili (6.4.7), (6.4.8) a (6.4.10). Vidime, ze Lagrangian
L= Esym + £int
i - _ _
= £ [51"(0u) — 01" 0] — mibu + e, A" (6.412)

je lokdlne kalibracne invariantny. Po pridani kinetického ¢lena (6.3.21) pre elek-
tromagnetické pole A* (tento ¢len vlastne zabezpedi dynamické Sirenie sa pola
a zaroven vyhovuje podmienke kalibracnej invariancie) dostaneme vysledny Lag-
rangian pre vzajomne previazany systém spinorového a elektromagnetického pola

£= L[ (0,0) - @00 0] — i+ e, 4 = LB (613)
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kde velicinu F,,, = 0,A, — 0, A, stotoznime s tenzorom elektromagnetického pola
(2.5.4). Ziskany Lagrangidn (6.4.13) je zdkladom na opis kvantovej elektrodyna-
miky (QED z anglického Quantum Electrodynamics) - teérie, ktord ndm slizi na
opis vzajomnej interakcie elektrénov, pozitrénov a foténov. Interakény ¢len eJ, A
zapisujeme vo Feynmanove] grafickej reprezentdcii pomocou diagramu (6.1.2).

6.5 Neabelovské kalibracné polia

V tejto Casti sa pokusime zovSeobecnit vysledky z predchadzajuicich casti 6.3
a 6.4 na pripad, kedy sa Lagrangian vyznacuje komplikovanejsSou symetriou ako
je SO(2), resp. U(1). Pravdepodobne najjednoduchsim zovseobecnenim je grupa
SU(2). Tato a dalsie komplikovanejsie grupy su prikladom neabelovskych grup
a kalibracné polia, ktoré sa vyznacujui prislusnou symetriou, nazyvame potom
neabelovské kalibracné polia. Ukazuje sa, ze celd moderna fyziku elementarnych
Castic je mozné vybudovat na takychto a im pribuznych myslienkach (S. Weinberg,
1995, 1996).

V pripade interakcie elektromagnetického so skaldrnym polom v casti 6.3 sa
skaladrne pole vyznacovalo dvomi zlozkami, ktoré bolo mozné stotoznit s rotaciou
vo vndtornom priestore. Pontka sa prirodzené zovsSeobecnenie, ktoré spociva v
uvazovani trojkomponentného pola

© = (1,92, 93)- (6.5.1)

Tri komponenty ¢;;¢ = 1,2,3 opédtovne interpretujeme ako zlozky vektora ¢ vo
vnutornom fiktivnom priestore. Kalibra¢né transformécie prvého druhu potom
predstavuju rotacie v tomto priestore. To priamociaro vedie na vektorovua veli¢inu,
ktora sa zachovava a zvykne sa oznacovat ako izospin. Podotykame, Ze v celej tejto
¢asti budd tuénym pismom oznacené prave vektory vo vndtornom (izotopickom)
priestore a nie vektory v konfigura¢nom (priamom) priestore.

Hypotéza, Ze izospinova symetria je prejavom istej lokalnej symetrie bola na-
vrhnutéd teoretickymi fyzikmi Yangom a Millsom v roku 1954. Kedze sa ale ne-
nasiel experimentalny ddkaz podporujici toto tvrdenie, zostdvala tato praca po
dlhtt dobu maélo znama. Nakoniec sa ale ukéazalo, Ze silné interakcie medzi kvar-
kami a zjednotend elektroslabé interakcia sa daji popisat prave pomocou vhodnej
Yangovej-Millsovej tedrie. Tieto teodrie ale vyzaduju isté vedomosti z teodrie grip,
ktoré idi nad ramec tejto prace. Pre blizsie oboznamenie sa s pouzitim teérie griap
v Casticovej fyzike doporu¢ujeme knihy (D. Griffiths, 2008; H. Georgi, 1982) alebo
skriptd od nositela Nobelovej ceny G. 't Hoofta (G. 't Hooft, 2007).

Ako je mozné opisat trojrozmerné rotacie? Vieme, Ze koneénd dvojrozmernd
rotacia v rovine (12) okolo osi 3 o uhol A3 je matematicky dand transforméciou

0] = p1cosAg — pasin Az, @5 = p1sinAs + pacos Az,  @h = p3. (6.5.2)

Pre infinitezimalne malé otoc¢enie A5 < 1 dostaneme po rozvinuti do Taylorovho
radu

O = @1 —@ah3, Yy =13+ 2, 5= s (6.5.3)
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Lahko sa preveri, zZe tieto rovnice nepredstavuji nic¢ iné ako tretiu zlozku vektorovej
rovnice

po@ =p+Axep, (6.5.4)

kde A = (A1, Aa, A3) je vektor v izotopickom priestore. Pritom |A| udéva velkost
rotécie a A/|A| smer, okolo ktorého k rotécii dochddza. Tieto tvrdenia si v plnej
analdgii so Studiom rotdcie tuhého telesa v klasickej mechanike (H. Goldstein,
C. Poole & J. Satko, 2002). Potom tieZ méme, Ze infinitezimalne malé pootocenie
je jednoducho dané druhym ¢lenom v (6.5.4)

dp=A X . (6.5.5)

T&to rovnica je kalibracnou rovnicou prvého radu a jedna sa o analdgiou vztahov
(6.3.9) a (6.3.11). Podotykame, ze znak vektorového sti¢inu x samozrejme v tomto
vztahu sivisi s vnitornym trojrozmernym priestorom.

Dalej budeme postupovat obdobnym spdsobom ako sme postupovali pri zave-
deni interakcie medzi skalarnym a elektromagnetickym polom v sekcii 6.3. Ukaze
sa, ze tentoraz bude postup technicky, ale nie konceptudlne komplikovanejsi. Na
rozdiel od grupy SO(2) nie je totiz grupa rotécii SO(3) komutativna (abelovskd)
(P. Zlatos, 2011).

V rovnici (6.5.4) dochadza k otoeniu pola ¢ o ten isty uhol vo vSetkych bo-
doch c¢asopriestoru. Ak v silade s myslienkou lokalnych kalibracnych transfor-
macii predpokladame, Ze sa kalibracné transformacie vztahuji len na ista oblast
Casopriestoru, tak formdlne mdme A = A(x). Tento predpoklad vedie najprv na
pozmenenu transforméciu derivacie pola ¢

Outp = O’ = Opp + (OuA) X @ + A x (duep), (6.5.6)

kde sme zanedbali ¢leny vysSieho ako prvého rddu v A. Tento vztah implikuje
zmenu derivacie pola

3(0up) = (OuA) x o+ A x (Oup). (6.5.7)

Opét kvoli pritomnosti prvého ¢lena na pravej strane tvrdime, Ze derivacia d,,¢ sa
netransformuje kovariantnym sposobom. Chceli by sme najst kovariantni deriva-
ciu podobnym spésobom ako sme postupovali pri elektromagnetickom poli, ktory
viedol na (6.3.25). Ocakavame nutnost zavedenia kalibra¢ného potencidlu W, a
preto kovariantnii deriviaciu hladdme v tvare

Dy =0up + gW, X . (6.5.8)

Vsimnime si, Ze W), musi byt nielen Stvorvektor v konfigura¢nom priestore, ale za-
roven aj trojrozmernym vektorom vo vnitornom izotopickom priestore (z dvojice
W, a ¢ potrebujeme skonstruovat vektor vo vnitornom priestore a najjedno-
duchsou moznostou sa javi pouzitie vektorového stacinu). Parameter g je vazbova
konstanta modelu. Vzhladom na rovnicu (6.5.5) dalej poZadujeme platnost trans-
formacného vztahu

(D) = A x (Duep). (6.5.9)
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Ako sa musi transformovat pole W, aby bol tento vztah splneny? Postupujme
heuristicky: nielen W, predstavuje vektor vo vniitornom priestore, ale aj A X
x W,. Dalej sme si pri elektromagnetickom poli vimli, Ze vektorovy potenciél
ziskal dodato¢ny ¢len (1/e)0,A pri danej transformacii. Preto ocakavame, ze k
W, pribudne novy nehomogénny ¢len (1/9)0,A. Piseme teda

1
W, = W, +Ax W, - ~9,A, (6.5.10)
g
resp.
1
W, = A x W, — —8,A. (6.5.11)
g

Tento vztah, s pouzitim predchddzajicich vztahov (6.5.4), (6.5.5) a (6.5.7), vedie
nakoniec na prepis (6.5.9) do tvaru
§(Dup) = 6(0usp) + g(6Wy,) X @ + gW, X d¢
=A X (0up) + (0A) x o+ g(A x W) x ¢ — (0,A) X ¢
+9Wyu x (A x )
= A% (9u0) + gl(A X W) x 0+ W, x (A x @), (6.5.12)
Vektorovu identitu
(AxB)xC+(BxC)x A+ (C x A)x B=0, (6.5.13)
vieme po kratkej uprave prepisat do tvaru

(AxB)xC+Bx(AxC)=Ax(BxC). (6.5.14)

Po dosadeni A = A,B = W,,C = ¢ vyhodne prepiSeme posledny vyraz v
hranatej zatvorke v (6.5.12)

I(Dup) = A X (Oup+gW x ) = A xD,ep. (6.5.15)

Prichddzame tak k pozadovanému tvaru pre kalibra¢ne invariantnt derivaciu. Ce-
nou za jej zavedenie je pritomnost pola W,,, ktoré m4 oproti situdcii v elektromag-
netickom poli komplikovanejSiu Struktdru. Je zrejmé, Ze toto pole W, je analogické
elektromagnetickému polu A,. Aky ale objekt bude hrat rolu tenzora elektromag-
netického pola F},,?7 Ozna¢me hladant veli¢inu W),,. Na rozdiel od tenzora F),,,
ktoré je skaldrom vzhladom na SO(2), W), musi byt vektorom vzhladom na
SO(3), a preto sa musi transformovat rovnako ako pole ¢, teda predpisom

(W) = A x W,,. (6.5.16)

Predpoklad W, = 0,W, — 0, W, nepovedie k pozadovanému vysledku, pretoze
plati

50, W, — 9,W,,) =0, (A x W, — ;aVA) 9, (A x W, — ;aﬂA>
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=Ax(0,W,—-0,W,)+ (0, A X W, —0,A X W,).
(6.5.17)

Posledny vyraz povazujeme za nechceny, a teda ho potrebujeme nejakym spésobom
odstranit. VSimnime si, ze plati nasledujtci vztah

1 1
S(gW,xW,) = g(AxWM—i—&HA) XW, +gW,, x (Ax W,,—&,A), (6.5.18)
g g

ktory dalej upravime pouzitim (6.5.14). Dostaneme
S(GWu xW,) =gAx (W, xW,) — (0, A X W, —0,AxW,). (6.5.19)

Posledny ¢len mé az na znamienko presne ti istt Struktiru ako posledny clen vo
vyraze (6.5.17). Zavedieme preto tenzor

W, = 0, W, — 0, W, + gW, x W, (6.5.20)

a to sa uz bude transformovat pozadovanym spdsobom, ¢o vyplyva priamo z naz-
naceného postupu. Ide vlastne o zovseobecnenie tenzora elektromagnetického pola
F., (2.54).

Kedze W), je vektorom vo vnitornom (izotopickom) priestore, tak W, - W
v nom bude skaldrom. A teda sa takyto vyraz v principe mdze objavit v celkovom
Lagrangiane tedrie

1 m? 1 y
L= 5(Dup) (DH0) — oo — T Wy W, (6.5.21)
Pohybové rovnice nasledne plynt z Eulerovych-Lagrangeovych rovnic (1.4.5), ktoré
teraz nadobudaju tvar
oc P oL
d(OW}) - ’

; 6.5.22
50, ;) (6522
kde i je vntorny index. Po priamociarom dosadeni a kratkom vypocte dostaneme
pohybové rovnice

"Wy + gW" x Wy, = gl(0up) x ¢+ g(Wy X @) X @], (6.5.23)

resp. s pouZitim kovariantnej derivicie (6.5.8) vieme tento vztah prepisat do kom-
paktnejsieho tvaru

D"W,, = g(Dup) x ¢ = gJ,. (6.5.24)

Této rovnica odpovedd Maxwellovym rovniciam (6.3.29). Preto W, interpretu-
jeme ako izospinové kalibracné pole a J,, ako jeho zdrojové pole.

Tvrdenie, ze D¥YW,,, je kovariantné derivacia W), znamen4, Ze tato veli¢ina
sa transformuje ako vektor v izospinovom priestore podobne ako W,,. Rovnica
(6.5.24) dava do stvisu kovariantni divergenciu kalibra¢ného pola s tokom hmoty.
Zatialco Maxwellove rovnice (2.5.14) st linedrne vzhladom na kalibra¢né pole A4,
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je zrejmé, Ze rovnica (6.5.24) je nelinedrna vzhladom na pole W,,. K akym désled-
kom tato vlastnost vedie? Priamociaro moézeme nahliadnut, Ze bez pritomnosti
zdrojov J — 0 elektromagnetického pola, méame docinenia s dvojicou rovnic

a—]f ~VxB=0. (6.5.25)

0"Fu=0—V-E=0, —

Na druhej strane ale pohybové rovnice kalibracnych poli nadobtudaji v limite
J — 0 tvar

D'W,, =0 — 8" W, = —gW" x W,,,. (6.5.26)

Z posledného vztahu vidime, Ze pole W,,, moze fakticky byt svojim vlastnym zdro-
jom. Tato skutocénost interpretujeme tak, ze elektromagnetické pole F),,, nenesie
ziaden naboj (fotén je elektricky neutrdlna castica), a preto nemodze generovat
dalsie elektromagnetické pole. Na druhej strane, izospinové pole W, nesie izos-
pinovy néboj a toto pole sa samogeneruje, t.j. méze dochadzat k jeho excitécii aj
bez pritomnosti dodatocnych izospinovych zdrojov.

Dosadenim kovariantnej derivacie D, z (6.5.8) a vyrazu pre W, z (6.5.20)
do Lagrangidnu (6.5.21) a jeho néslednym rozpisanim, lahko nahliadneme, Ze dany
Lagrangian obsahuje niekolko ¢lenov tretieho a stvrtého radu vzhladom na polia
@, resp. W,. Uz sme sa napriklad stretli s tym, Ze kubicky ¢len sa vyskytuje v
Lagrangiane kvantovej elektrodynamiky (6.3.24) v podobe interakcie typu @*@A.
T4 podla casti 6.1 vedie na Feynmanov diagram

(6.5.27)

Na druhej strane Lagrangidn (6.5.21) vedie na dvojicu interakénych vrcholov,
ktoré mozno schematicky znazornit nasledovne

¥ w

(6.5.28)

¥ w

Druhy z tychto grafov vieme dat do stvisu so samogenerovanim kalibra¢ného
pola W,,. Podrobné désledky vyzaduji netrividlnu analyzu, ktord ide daleko nad
ramec tychto skript. Je vSak pozoruhodné, ze podobné situécia nastava aj v kla-
sickej teorii gravitacie. Gravitacné pole samo o sebe je totiz zdrojom energie. Tej
odpovedd istd hmotnost, a preto je gravitacné pole priamo zdrojom gravitacie.
Inymi slovami gravitacné pole posobi nutne samo na seba. Ide o fundamentalne
iny pripad ako elektromagnetické pole, kde jeho elementarne nosice - fotony nie
su elektricky nabité, a teda neovplyvnuja dalej pritomné elektromagnetické pole.
Takto v kratkosti mozno argumentovat v prospech nelinearity fundamentalnych
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rovnic gravita¢ného pola. Ako sa ukézalo, gravitacné pole je riadené Einsteino-
vymi rovnicami, ktoré je mozné zapisat v tenzorovom tvare

1 87G
G/J.I/ = R.U'V - §gNVR = _CTT’“/. (6529)

Obe strany rovnice si tenzorové veli¢iny, ktorych kovariantné divergencie st nu-
lové. Kovariantné derivdcie v tomto pripade vznikaji v dosledku zakriveného (ne-
euklidovského) ¢asopriestoru. Teda aj bez pritomnosti akejkolvek hmoty T}, = 0,
moze byt divergencia Einsteinovho tenzoru 0*G,,, nenulova a to je opét désledkom
toho, zZe gravitacné pole interaguje so sebou samym.

Na ilustraciu vacsej rozmanitosti neabelovskych kalibra¢nych teoérii prestu-
dujeme v kratkosti rovnice odpovedajice homogénnym Maxwellovym rovniciam
(2.5.12)

8)\Fu1/ + 8MFIJA + 81/FA;J, =0. (6530)

Ako mézeme priamym vypoctom ukézat, tieto rovnice implikuji dvojicu Maxwel-
lovych rovnic, ktoré neobsahuju zdroje

V.-B=0, 0,B+V xE=0. (6.5.31)

Prvi z nich interpretujeme ako neexistenciu magnetickych nabojov a druhé z nich
predstavuje Faradayov zakon elektromagnetickej indukcie. Neabelovska verzia rov-
nice (6.5.30) je (viac detailov v nasledujicej ¢asti 6.5.1)

D)\Wul/ + D;LWV)\ + DVWAM =0. (6532)

Tu vystupujice derivacie st kovariantné derivacie a nie iba parcidlne priestorové
derivicie. Odtial potom vyplyva

divB # 0, (6.5.33)

kde B je Vizovektor magnetickej indukcie“ - vektor jednak v izospinovom (vnu-
tornom) priestore a jednak aj v redlnom priestore. V tejto Casti pre prehladnost
sipkou nad symbolom — budeme oznacovat vektor v konfigura¢nom priestore a
tucné pismo pouzijeme zase na oznacenie vektora v izospinovom priestore. Dosle-
dok toho, ze divergencia izovektorového magnetického pola je nenulovi, je existen-
cia izospinovych magnetickych monopdlov s izospinom I = 1. Zavedme skaldrne
izovektorové pole ¢ a definujme analég magnetického pola Bup vztahom

Potom
divByp # 0 (6.5.35)

a dana tedria sa vyznacuje izoskaldrnymi magnetickymi monopdlmi. Ako prvi si
takito moznost uvedomili teoreticki fyzici G. t’Hooft a A. M. Polyakov, odkial
pochddza skratka HP v (6.5.35).
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Vo vseobecnosti ale neabelovské a abelovské tedrie vykazuju aj niektoré spo-
loéné ¢rty. Jednou z nich je poziadavka, aby izospinové pole W, bolo nehmotné
analogicky situécii pre elektromagnetické pole. Dévod je ten isty - ak by bolo pole
W, hmotné, tak by musel Lagrangidn obsahovat dodato¢ny hmotnostny clen

L =m*W, - WH, (6.5.36)

Ide o obdobny vyraz ako (6.3.32). Tento clen ale ndsledne pozmeni pohybové
rovnice (6.5.24) do tvaru

D'W,, = gJ, + m*W,. (6.5.37)

Je ale zrejmé, Ze ¢len (6.5.36) nie je kalibracne invariantny, a teda poziadavka
kalibrac¢nej invariancie vedie priamo na nulovit hmotnost kalibra¢ného pola.

Je teraz vhodné prediskutovat v kratkosti otazku, ¢i je izospin popisany ka-
librac¢nou tedriou. Koncept izospinu sa casto zavadza v kurzoch casticovej fyziky
a odpovedd mu zachovavajice sa "vektorové* kvantové ¢islo. Ak je naozaj izos-
pin analogicky elektrickému naboju, tak jeho zdkon zachovania plynie z lokalnej
(kalibra¢nej) symetrie, a teda musi existovat nehmotné 1-izospinové, 1-spinové ka-
libra¢né pole. Navyse uvedené pole ¢ popisuje Tubovolné izovektorové pole. Jeho
kovariantna derivacia D, z (6.5.8) obsahuje vizbovi konstantu g, ktora zéroverl
vdaka Lagrangidnu (6.5.21) popisuje aj silu interakcie medzi polom ¢ a kalibrac-
nym polom. Vsimnime si ale, Ze to isté g vystupuje aj v definicii tenzora (6.5.20)
kalibra¢ného pola W,,! Z toho vyplyva, Ze vSetky izovektorové polia interaguju s
tou istou vizbovou konstantou s kalibra¢nym polom. Tato univerzalita interakcie
je priamym ddsledkom neabelovskej symetrie. Nieco podobné v elektromagnetizme
neplati, nakolko vieme, ze castice mdézu v principe vykazovat akykolvek elektricky
naboj. Naopak v pripade neabelovského pola mame stav, kedy vsSetky castice vy-
kazuju ten isty naboj. Z historického hladiska, bolo toto pozorovanie jednym z
hlavnych dovodov zdujmu o neabelovské tedrie - prirodzene by potom vysvetlovali
kvantovanie néboja (jeho diskrétne hodnoty).

Experimentalne sa ale nakoniec ukazalo, ze izospin neodpoveda kalibracnej te-
orii. V Sestdesiatych rokoch sa vykonalo mnoho experimentov na vtedy novoobja-
venych vektorovych (spin 1) mezénoch. Predpokladalo sa, Ze p mezény predstavuji
izospinové kalibra¢né pole, w alebo ¢ mezon je kalibra¢né pole pre baryénové ¢islo
a ze K mezon je kalibracné pole spojené s podivnostou. Postupom casu sa vdaka
experimentalnym dokazom tento obraz opustil.

Dnes netvrdime, ze p mezén moze byt zodpovedny za izospinové kalibracné
pole, lebo ide o hmotn1 ¢asticu, a teda kalibra¢né invariancia by bola narusena. V
skutocnosti je mozné sofistikovanym spdsobom tento problém obist pomocou spon-
tanneho narusenia symetria. Tomuto sa budeme venovat neskor v dalSej casti 6.6.
Toto narusenie nakoniec povedie aj k tomu, ze W bozdény ako nositelia elektroslabej
interakcie vykazuji nenulovi hmotnost (F. Halzen & A. D. Martin, 1991; J. Ho-
fejsi, 2003; L. H. Ryder, 1996). Podla aktudlnych predstév zalozenych na Standard-
nom modeli je p mez6n jednoducho tvoreny roznymi kombindciami (anti)kvarkov
uad

_wa—dd
(0t 0% p7) = <ud, ““,du>. (6.5.38)



Ak by islo v pripade p o kalibracné pole, nebolo by zlozené z kvarkov. Podobné
uvahy platia aj pre iné castice w, ® a K ako mozni kandidati na kalibracné polia
(D. Griffiths, 2008).

Zachovévajica sa veli¢ina Dynamické (kalibraéné) pole Typ zdkona zachovania

Néboj @ EM pole ~v lokélny
Izospin I - globalny
Cudnost S - globélny
Baryoénové ¢islo B - globélny
Leptonové ¢islo L - globélny

Tabulka 6.1: Porovnanie réznych zédkonov zachovania.

Suhrn toho, ¢o sme doteraz prebrali, je naznaceny v tabulke 6.1. Zakon za-
chovania elektrického nédboja je popisany lokdlnou symetriou a ma dynamicka
realizaciu vo forme elektromagnetického pola, ktorého kvantd nazyvame fotény.
Zékon zachovania izospinu, podivnosti, baryénového a lepténového cisla sa vsetky
popisané globdlnou symetriou a nemaji dynamicki realizaciu, t.j. neexistuji im
odpovedajice kalibra¢né polia.

V tejto casti sme zaviedli neabelovski kalibra¢ni symetriu a ako priklad sme
uvazovali izovektorové pole ¢, ktoré sa transformuje podla grupy symetrii SO(3),
resp. SU(2). Dand analyza mdze byt vykonand eSte abstraktnej$im a vSeobecnejsim
sposobom. To je okrem iného velmi doélezité pre dalsi teoreticky rozvoj, pretoze v
Casticovej fyzike potrebujeme aj iné grupy symetrii ako SO(3). Tento postup si
ukazeme v nasledujtcej casti, ktora bude vychddzat z geometrickych tvah.

6.5.1 Geometrické vlastnosti kalibra¢nych poli

Vyznamnou vlastnostou kalibra¢nych transformacii je, ze ich hodnoty nadobu-
daju rozne hodnoty v réznych bodoch priestoru. Da sa ocakavat, ze ich analyzu by
bolo vyhodné vykonat pomocou geometrickych metdd, ktorym sa teraz v kratkosti
budeme venovat.

Zacnime s prepisanim rovnice pre (globédlnu) rotaciu v izotopickom priestore,
ktord sa v infinitezimélnom tvare (6.5.4) rovnd

po@ =p+AXxep.

Konec¢nti rotaciu vieme ziskat v limite nekonecnej postupnosti infinitezimalnych
skladani a nadobuda exponencidlny tvar

@ — ¢ =exp(—il - A)p. (6.5.39)
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Maticové generatory I je si

000 00;i 0—i0
L=|o00-i|, =]|oo00|, L=[ioo]. (6.5.40)
04 0 —i00 000

Ako sa da Tahko ukdzat, prvky tychto matic je mozné kompaktne vyjadrit pomocou
Leviho-Civitovho symbolu

(I;)mn = —1€jmn- (6.5.41)
Rozvinieme pravi stranu rovnice (6.5.39) do prvého radu podla A a dostaneme

Qoin = (1 - ’L[jA])mnsﬁn == (5mn - EjmnAj)QDn = ¥n + gmjnAISQn
=(p+AXQ)n.

Tym sme vlastne dokédzali opodstatnenost vztahu (6.5.39) vzhladom na odpove-
dajicu infinitezimalnu limitu (6.5.4).

Ak v stlade so zédkladnou myslienkou kalibrac¢nych teérii predpokladédme, ze A
zévisi na priestorovej stradnici z#, tak sa vztah (6.5.39) forméalne prepiSe

@ — ¢ =exp[—il - A(z)]p = S(z)p. (6.5.42)

Matice I st reprezenticiami generdtorov grupy SO(3) (resp. SU(2)), a preto
spliaji zndme komutacéné relacie (H. Georgi, 1982)

[, Ix]) = iejily = Ciri ). (6.5.43)

TAto rovnica stotoziiuje vyraz i€ jx; so Struktirnymi konstantami Cx; grupy SU(2).
Kedze generatory M; akejkolvek grupy spliaju tzv. Jacobiho identitu

[[Mi, M;], My + [[M;, My], My] + [[Mg, M;), M;] = 0, (6.5.44)

tak Struktirne konstanty Cji; (ktoré su zéroven antisymetrickymi Struktdirami
vzhladom na svoje indexy j, k, 1) musia vyhovovat podmienke

Climcmjk + Cljmcmk:i + Clk:mcmij =0. (6545)

Ak sa vrétime spéat ku grupe SU(2) a jej reprezentécii (6.5.40), tak podotykame,
Ze reprezenticia s prvkami

(I)mn = Cjmn (6.5.46)

sa zvykne nazyvat pridruzena reprezentacia danej grupy. Z toho, ¢o uz bolo uve-
dené o spine, vieme, ze izospinor v sa transformuje podla

$(2) = ¥'(z) = exp [20 ' A(xﬂ (@) = S(a)b(a) (6.5.47)
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kde S(x) je matica typu 2 x 2 a vektor Pauliho matic o bol zavedeny v (3.4.23).
Tieto matice spliiaji zndme komutacné vztahy (6.5.43). Vo vSeobecnosti pre n-
rozmerny pripad mozeme pisat transformancény vztah

Bla) ¥ (@) = exp[-iMA* (@) () = S()i(a), (6.5.48)

kde sumacny index a nadobtda hodnoty 1, 2, 3; ¥ je n-komponentny vektor a M*
su tri Stvorcové matice radu n, ktoré sa taktiez vyznacuji komutacnymi vztahmi
(6.5.43). Pripominame, 7e s podobnou myslienkou sme sa stretli pri konstrukeii
spinorového formalizmu v kapitole 3.1.

Zo vztahu (6.5.48) priamo vyplyva, ze derivéicia 0,1 sa netransformuje kova-
riantne

0, = S(0,0) + (9,5). (6.5.49)

Pri¢ina problému tkvie v tom, ze vykonavame rozne izorotacie v réznych bodoch
priestoru. Inymi slovami, siradnicové osi v izopriestore st inak orientované v kaz-
dom bode priestoru, t.j. nie si navzdjom rovnobezné. Dévod, preco d,% nie je
kovariantnd veli¢ina je teda ten, ze ¢(x) a ¥(x + dz) = ¥(z) + d¢ uvazujeme
v réznych stiradnicovych sistavach. Tuato situdciu sme kvalitativne znézornili na
Obr. 6.1. Velic¢ina dvy obsahuje informéaciu ako o variacii pola 1, tak aj o zmene su-
radnic pri prechode x — x 4 dz. Na vytvorenie zmysluplnej kovariantnej derivacie

P(z +dz) = Y(x) + dip(x)

T+ de
dx

¥(z)

Obr. 6.1: Infinitezimalny prirastok di¢ obsahuje nielen informéciu o variacii ¢, ale
aj o pootoceni suradnicovych osi pri prechode od bodu x k x + dz.

je potrebné porovnat ¢(x + dz) nie priamo s ¢ (x), ale s hodnotou (), ktort by
sme dostali pri zachovani orientécie suradnicovych osi. Tato procedira sa zvykne
oznacovat ako paralelny transport a kvalitativne je naznacena na Obr. 6.2. Kvoli
jednoznac¢nosti oznacenia sme vysledny vektor oznacili ¢ + dv. Podotykame, Ze
61 nie je rovné nule : ¢ + §¢ vlastne odpovedd paralelne posunutému vektoru v
z bodu x do bodu x + dz. Kedze ale stiradnicové systémy v bodoch x a x + dx st
rozne, tak st rozne aj zlozky vektora i v tychto bodoch.

Ako urcime d¢? Fyzikalna intuicia ndm hovori, ze tato veli¢ina by mala byt
umerna hodnote ¢ a tiez posunutiu dz#*. Predpokladdme preto transformacny
vztah

6 = igM " Ajda 4, (6.5.50)
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z+dx
Y(z) + 0(a)

Obr. 6.2: Kvalitativne znazornenie paralelného transportu pomocu veli¢iny 9.

kde veli¢ina g zabezpeci spravny rozmer vystupujucich veli¢in a A je dodatocné
pole, ktoré opisuje zmenu stradnic v izotopickom priestore pri prechode od bodu
k bodu v konfiguracnom priestore.

Mame k dispozicii dva vektory v polohe x + dx, konkrétne ¢ + dy a ¢ + dv.
Spravna derivacia i je potom urcena rozdielom tychto dvoch vektorov

Dy = (4 +dy) — (¢ + 6¢) = dy — 69
=dy —igM*Af,dz" 1,
resp.

D’l/J . a Aa

Tato rovnica opisuje kovariantni derivaciu Iubovolného pola v, ktoré sa transfor-
muje podla grupy, ktorej generatory si matice M?.

Overme teraz, ze takto ziskany predpis (6.5.51) vedie k tym istym vysledkom,
ktoré sme uz nasli.

e Grupa U(1): porovnajme (6.5.48) s vyrazom pre komplexné skaldrne pole
(1.8.2). Odtial vidime, ze v tomto pripade M — —1. NavySe preoznacenie
g — e vedie na

Ul): D,=09,+ieA,,
¢o plne sihlasi s kovariantnou derivaciou pre elektromagnetické pole (6.3.25).
o Grupa SU(2): vo vektorovej reprezentécii plati (rovnica (6.5.41))
(M*)mn = —i€amn, (6.5.52)

kde indexy nadobudaju hodnoty 1, 2, 3. Pre indexy oznacujice vnutornua sy-
metriu nerozliSujeme medzi hornym a dolnym indexom. Ak vezmeme i—ta
zlozku rovnice (6.5.51), dostaneme

D,uSDi = 0pPi — Zg(Ma)znAZSDn = 0uP; — gEainAZWn
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= (Oup + 9AL X P)i,
resp. v plne vektorovom tvare
D,y =0up +9gA, X ¢, (6.5.53)
ktord po identifikdcii W <— A sihlasi (6.5.8).

 Spinorové kovariantnd derivdcia: zapisme M® = /2 a dostaneme

Db = Ot — %a A, (6.5.54)

Poznamka.

Motivacia pre horeuvedené zavedenie kovariantnej derivacie pre kalibracnu
grupu je podobné ako odvodenie kovariantnej derivicie vo vSeobecnej tedrii relati-
vity (S. M. Carroll, 2019; S. Weinberg, 1972). Tam méme docinenia so zakrivenym
casopriestorom - smer jeho stiradnicovych osi sa v principe méze menit od bodu
k bodu. Pre pripad kontravariantného vektora V*# je jeho kovariantna derivacia
dand predpisom

V, VF =09, VF+Th V. (6.5.55)

Veli¢iny I')'y nazgvame konexie a zjavne zohrévaji podobni rolu ako vektorové
potencialy Af. |

Uz vieme, akym sposobom sa transformuje vektor 1 pri rotacii v izotopickom
priestore ¢ — Si. Kedze D, je kovariantnd derivacia v, tak sa musi transfor-
movat rovnakym spdsobom. Preto pozadujeme platnost

Dyt — Dy’ = 5D, (6.5.56)
Pre jednoduchsi zapis, zavedieme maticu A, vzfahom

A, = M AL, (6.5.57)
vdaka ¢omu sa predpis (6.5.51) prepise do tvaru

Dytp = (O — ig A, ). (6.5.58)

V novom izotopickom stradnicovom systéme s pouzitim (6.5.56) vidime, Ze musi
platit

(Op — ig Ay )Y = S0 — igApu)¢. (6.5.59)

Za 1)’ dosadime vyraz Si) a nakoniec z porovnania odvodime transformacény vztah
pre kalibra¢né pole

Al = 5A,S" - 2(3#5)571. (6.5.60)
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Tymto sme nasli pravidlo pre kalibra¢nd transforméaciu potencialu A,,. Netrividl-
nym sa javi pritomnost nehomogénneho ¢lena na pravej strane. Pre grupu U(1)
napriklad mame, ze S = e*, 9,5 = i(9,A)e™* a z (6.5.60)
, 1
A=A, — gﬁu&
kde sme vykonali priradenie ¢ — e a M — —1. Dospievame tak k tomu istému
vztahu (6.3.14) ako pri diskusii elektromagnetického a komplexného skaldrneho
pola.
Pre pripad grupy SU(2) méme

S = exp(—;a'~A>,

odkial plynie
0uS = —%a “OuA - S.

Po krétkej tprave s pouzitim (6.5.60) odvodime
AL:AM—AxAu—éauA,

o zase suhlasi s rovnicou (6.5.11).

Pri stidiu vSeobecnej tedrie relativity (S. M. Carroll, 2019) si mézeme vsim-
nut, Ze aj v nej mame pritomny nehomogénny ¢len v transformac¢nom vztahu pre
Christoffelove symboly

e ox'"™ oxP o7 9%z 9"

M9z g 9 P g et dre (6.5.61)

Ak by posledny ¢len nebol pritomny, Christoffelove symboly I';, by sa transfor-
movali ako zlozky tenzora tretieho radu.

Kedze sa A,, transformuje nehomogénne, mézeme si polozit otazku, ¢i ma alebo
nemé toto pole fyzikdlny zmysel. Ci je napriklad opravnené alebo mozné vykonat
taki transforméaciu, aby toto pole bolo vSsade nulové. Na otestovanie tejto moz-
nosti, uvazujme styri po sebe iduce infinitezimélne posunutia okolo uzavretej drahy
A— B— C — D — A, ktoré je naznacena na Obr. 6.3. V bode A mame najskor
vektor 14 o, ktory postupne prendsame okolo uzavretej drahy s pouzitim pravidla
pre paralelny posun a nakoniec porovndme vysledny vektor 14,1 s pévodnou hod-
notou 4 9. Ak zistime, Ze sa tieto hodnoty lisia, tak A, méze mat fyzikdlny efekt.

Posun vektora 14,9 do bodu B vedie do druhého radu v infinitezimalne malych
veli¢inach Az, dz k vysledku

1
Yp ~ Yao+ Dubaoldat + §'DM'DV’L/)A’OA$MAIV

1
= <1 + AxtD, + 2A$MAxVDuDV> Yao-
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A

Ay”

Obr. 6.3: Uzavretd draha pri pouziti paralelného transportu.

Posun do bodu C' mozno vyjadrit nasledovne
v~ (14 80D, + 0" 89 DD,
= {1 + (Ay* + Az*)D,, + (;Ay“Ay” + Ayt Az + ;Ax“Ax”)
X DHDV} Va0,
dalej do bodu D je dany vyrazom
Yp ~ (1 — AztD,, + ;Am“Ax"DHD,,> Yo
= [1 + Ay'D,, + %Ay”Ay”DH’DV + (Ay*Ax” — Azt Ay”)D,D, |Yap
a nakoniec navrat do bodu A zase
var= (1= 80D, + L0y 89 DD, i

= (1 + Ay"A2"[Dy, Do) a0 (6.5.62)

Vo vyslednom vyraze sa ndm objavil komutator obsahujici kovariantné derivacie
operatorov. Pouzitim defini¢ného vztahu (6.5.58) prepiseme tento komutator

[D#7DV] = [5# - igA#, 0y — igAy]
= —ig (0,4, — 0,A, —iglA,, A)). (6.5.63)

Ak zavedieme kalibra¢né pole G, vztahom

G = 0,A, — 0, A, —iglAL, A, (6.5.64)
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tak potom vlastne mame komutacny vztah
[DM7DV] - _igG;uw (6565)

V ziskanom vysledku (6.5.62) vystupuje su¢in Az*Ay”, ktory predstavuje plochu
ASH*¥ malého obdlznika z Obr. 6.3. Preto nakoniec mozeme pisat

1/1,4,1 = (1 - igASMVG;w)"/JA,O
T/JAJ — Q/JA,O = A’l/)A = 7Z'gASHVle1[)A. (6.5.66)
Vidime, ze ak je kalibra¢né pole nenulové, tak posun vektora i okolo uzavretej
drahy ma fyzikalny efekt: dochadza k pootoceniu 1 v izopriestore.
Pre pripad U(1) symetrie, ¢o je abelovskd (komutativna) grupa, je odpove-
dajuici komutédtor medzi poliami A, v (6.5.64) rovny nule. TakZe po preoznaceni
F — G v (6.5.64) dostaneme intenzitu kalibra¢ného pola

F,, =0,A, —0,A,,

ktoru sme ocakavali (porovnaj s (2.5.4)).
Pre pripad symetrie SU(2) vieme, Ze matice M* vyhovuji komutaénym vzta-
hom (6.5.43), a preto mozno pisat

G, = 0 AL — 0, A% + geanc A AS, (6.5.67)
alebo vo vektorovom zapise
G, =0,A, —0,A,+9gA, x A,. (6.5.68)

Tento vyraz identicky odpovedd vztahu (6.5.20).
Priamociaro sa da ukézaft, Ze pole G, sa tranformuje kovariantne.

G, =S8G,, S (6.5.69)
Staci k tomu vyuzit fakt, ze vykonanie rotacie v izospinovom priestore dava

Yao = Pao=5SVa0, anr =V, =San,

kde vystupuje v oboch rovniciach rovnaky vyraz S. Z vysledku (6.5.69) vidime, ze
ak je G, nulové v nejakej kalibracii, tak je nulové aj pre vsetky ostatné kalibracie.

Poznédmka:

Ak sa vratime ku analdgii so vseobecnou teodriou relativity, tak veli¢ina, ktora
odpoveda polovému tenzoru Gy, je Riemannov tenzor krivosti R", - Ten sa
zvykne definovat vztahom

R\, = 0,1, — 0.}, + Ff\#l'";y — F’;VI‘ZM. (6.5.70)
Porovnanie s (6.5.64) a (6.5.67) naznacuje isti struktirnu podobu. Prvé dva ¢leny
predstavuju derivacie Christoffelovych symbolov (konexif), ktoré si antisymetrické
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vzhladom na zdmenu indexov p a v. Posledné dva vyrazy st taktiez dané antisy-
metrickymi Struktirami vytvorené zo sucinu dvojice Christoffelovych symbolov.
Sposob, akym sa zavadza tenzor krivosti (S. M. Carroll, 2019), je obdobny - vek-
tor V# sa posunie po uzavretej drahe a urci sa rozdiel medzi jeho pociato¢nou a
koncovou hodnotou

AVH = %R” VPASA,

poA
kde AS?* je plocha ohrani¢ens drahou. Rozdiel AV# je nenulovy v pripade, Ze je
dany priestor zakriveny. Napriklad na povrchu gule (dvojrozmerny objekt) bude
vektor ukazovat do iného smeru po takomto posune. Na dvojrozmernej ploche
bude naopak ukazovat stale do toho istého smeru, bez ohladu na posun. Tenzor
krivosti mé vlastnost, ze ak je nenulovy v nejakom sdiradnicovom systéme, tak
bude nenulovy aj vo vSetkych ostatnych a to poukazuje na zakrivenie priestoru. Vo
vSeobecnej tedrii relativity potom tento fakt spdjame s pritomnostou gravitacného
pola. |

Nakoniec este odvodime zaujimavu identitu, ktorej vyhovuje kalibra¢né pole.
Uvazujme trojrozmerni uzavreti drahu, ktora je znédzornend na Obr. 6.4. Ak za-

w0

Obr. 6.4: Uzavreta draha, ktora slizi na odvodenie Bianchiho identity.

¢neme s vektorom 4 1 v bode A, po posune okolo drahy ABC DA dostaneme

u)A,l = (]- - igASNVGuu)wA,Ov

kde vyraz ASH = ,Ax“Ay” je rovny obsahu ABCD. Dalej, po transporte vektora
1 do bodu P pozdlz usecky AP méme

Ypo = (1+Az°Dy)tban.
Posun okolo okruhu PSRQP dava

1bP,l = (1 + igASHVG;w)wP,m
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kde znamienko + pochadza zo zaporného smerovania drahy. Nakoniec dostaneme

Va2 =(1—AzD,)¢pa
= (1= A27D,)(1 + igAS" Gy ) (1 + AzPDp) (1 — igAS" Gy )tba o
= (1 — igAVp#V[Dp7 le])d}A,Ov

kde AVPH = AzP Ax* AyY je objem hranola ABCDPQRS. Ak vezmeme do Gvahy
to, ze diferencidlny operdtor posobi aj na vektor 14 ¢, moézeme jednoducho nahra-
dit komutator stic¢inom D,G,, a pisat

wA,Q = (]- - igAVpMV’DpG,uV)Z/}A,O'

Uzavreta krivka na Obr. 6.4 pozostava z okruhu po hornej a spodnej podstave.
Zjavne existuju este dve dalsie analogické moznosti po bo¢nych stenach. Celkovo
prispevok od vsetkych Siestich drah tak moézeme formalne zapisat v tvare

(ABCDAPSRQPA)+ (ADSPABQRCBA)+ (APQBADCRSDA). (6.5.71)
Vysledny vyraz sa da potom Tahko uhadnut
1 —igAVP*(D,Gpy + DuGrp + DyGpp).

Tento vyraz posobi na vektor 14 o a vedie na novy vektor v bode A, ktory oznacime
1 a,3. Lahko sa ale ukdze, ze sa kazda hrana drahy naznacend v (6.5.71) prejde
rovnako vela krat ako v jednom smere tak aj opacnom. Z tohto dévodu sa vektor
1 nemodze pri takomto posune zmenit, teda nutne plati 14,3 = ¥ 4,0. Dosledkom
tohto je ale identita

D,Gu +DuGup + DGy, = 0. (6.5.72)
Kovariantna derivacia D,G,, je dand
DGy = 0,Gp — ig[Ap, G vl (6.5.73)

Nezabidajme pritom ale, ze A, aj G, st matice, a preto aj komutator v (6.5.73) je
vlastne maticovy komutétor. Kalibra¢né transformécie (6.5.60) a (6.5.69) nasledne
implikuja transformacény zdkon pre kovariantni derivaciu

DG, = S(D,G,.)S ™ .

pT v

Vzhladom na rovnicu (6.5.65), je prave odvodend identita (6.5.72) ekvivalentnd
vztahu

[Dp: [Pus D] + [P, [Dos Dpl) + Do, [Py, Dul] = 0,

v ktorej mozeme rozpoznat znamu Jacobiho identitu. Tato podmienka je identicky
splnend polovym tenzorom. V abelovskom pripade symetrie U(1), nadobida tvar

0pFu +0,F,, +0,F,, =0.
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S touto rovnicou sme sa uz stretli pri tedrii elektromagnetického pola (2.5.12),
kde sa ukézalo, ze odpovedd homogénnym Maxwellovym rovniciam (tie, ktoré
neobsahuju zdroje).

Rovnica (6.5.72) mé anal6giu aj vo vSeobecnej tedrii relativity (S. M. Carroll,
2019; S. Weinberg, 1972), kde je zndma ako Bianchiho identita
VR "\ + VR, + VL R, =0. (6.5.74)

Porovnanie medzi jednotlivymi pojmami v kalibrac¢nej teérii a vSeobecnej teérii
relativity sme zhrnuli v Tab. 6.2.

Kalibra¢na tedria Vseobecnd tedria relatvity
kalibra¢na transforméacia transformécia suradnic
kalibra¢na grupa grupa vsetkych transformacii stradnic
kalibracny potencial A, Christoffelov symbol T,
pole G, tenzor krivosti R”) ,,
Bianchiho identita Bianchiho identita
chkl. DyGuy =0 chkl. vaﬁ/\W =0

Tabulka 6.2: Porovnanie analogickych pojmov vo vSeobecnej teodrie relativity a
kalibracnych teérii v casticovej fyzike.

6.6 Spontanne narusenie symetrie

Dolezitost interagujucich tedrii sa vyznamne prejavuje vo fyzikdlnom mecha-
nizme znamom ako spontdnne narusenie symetrie. Tento bol prvykrat opisany v
suvislosti s teériou tuhych latok. Fyzici si uvedomili, ze zakladny stav danej te-
orie nemusi nutne zohladnovat symetriu Hamiltonianu, ktory ho popisuje. Neskor
si Nambu a Goldstone uvedomili, Ze podobny mechanizmus moéze fungovat aj v
teodrii elementarnych castic. Jednou z najzndamejsich predikcii, na ktoré tento jav
poukazuje, je predpoved existencie Higgsovho bozénu. Weinberg a Salam pouzili
tieto myslienky na konstrukciu zjednotenej teérie elektroslabej interakcie, o ktorej
neskor 't Hooft dokézal, Ze spada do kategoérie renormalizovatelnych teérii. Na-
sledne doslo k jej experimentdlnemu potvrdeniu, ¢o viedlo na udelenie niekolkych
Nobelovych cien.

V tejto casti prestudujeme narusenie symetrie na priklade ako klasickej tak
aj kvantovej tedérie. Ukazeme si, ako ovplyvni casticové spektrum v abelovskej aj
neabelovskej teorii.
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Zacnime nasu diskusiu s jednoduchym modelom statistickej fyziky znamym ako
Heisenbergov model magnetickej latky. Ten je zalozeny na Hamiltonidane

H=-Y ;S8 (6.6.1)
i,

kde S; st spinové premenné ulozené na pravidelnej mriezke a .J;; opisuju interakcie
medzi dvojicami spinov umiestnenych na uzloch ¢ a j. Zakladnou vlastnostou tohto
Hamiltonidnu je jeho skaldrny charakter vzhladom na spinové rotécie.

Obr. 6.5: Kvalitativne zndzornenie zékladného stavu v antiferomagnetickom ma-
teriali.

Predpokladajme zdporné hodnoty J;;, co odpoveda tzv. antiferomagnetickému
materidlu, v ktorom sa dvojica susednych spinov snazi naorientovat antiparalelne.
Zakladny stav (pri dostato¢ne malych teplotdch) by mal odpovedat situécii znézor-
nenej na Obr. 6.5. Vybrany smer spinovych premennych je ale v principe lubovolny.
Ak by napriklad doslo k otoc¢eniu vsetkych spinov o rovnaky uhol, celkova energia
znéazornenej konfigurdcie by sa vobec nezmenila. Mame teda docinenia s degene-
rativnym vakuom - existuje mnozstvo stavov s tou istou energiou. Vidime teda, ze
hoci je Hamiltonidn (6.6.1) rota¢ne invariantny, dany vdkuovy stav nezdiela tito
jeho vlastnost. Hovorime, ze doslo k spontdnnemu naruseniu symetrie.

Existuje niekolko technickych detailov na to, aby doslo k naruseniu symet-
rie, ako napriklad potreba nekonecného poctu spinov. Pre podrobnejsiu analyzu
odporticame (A. Altland & B. Simons, 2010; J. Zinn-Justin, 2010).

6.6.1 Skalarne pole

Analyzujme teraz model komplexného skaldrneho pola, o ktorom ukézeme,
Ze sa symetria Lagrangidnu £ neprenesie na zdkladny (vdkuovy) stav. V polovej
tedrii nazyvame zvycajne zakladny stav tedrie ako vakuum. Nasou tlohou bude
teraz najst novy typ vakua, ktory bude Specifickym sposobom narisat symetrické
vlastnosti Lagrangianu L.
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Predpokladajme, ze £ vykazuje nejaky druh symetrie. Pre jednoduchost uva-
zujme rozsirenie modelu z Casti 2.2 o interakény c¢len

L= (8M(p)(8“(p*) - V((pv QO*)
= (0.0)(0"¢*) —mPp* 0 — A" ¢)?, (6.6.2)

kde A predstavuje vazbovi konstantu “samointerakcie” komplexného pola a vyraz

V =m2p*p + Ap*p)? (6.6.3)

mozeme interpretovat ako potencidl modelu. Z kapitoly 4 vieme, Ze procedura
kvantovania vedie na intepretovanie parametra m ako hmotnosti ¢astic (excitacif)
kvantového pola. V tejto casti ale budeme pre vysvetlenie zdkladnej myslienky na-
rusenia symetrie uvazovat iba klasickt a nie kvantovi teériu. Preto m? pre potreby
tejto Casti predstavuje parameter a nie nutne fyzikalnu veli¢inu typu hmotnosti.
Mbzeme preto predpokladat, Ze m? nadobtida ako kladné tak aj zdporné hodnoty.

Zvolend interakcia v Lagrangidne (6.6.2) nenaruSuje globalnu kalibraéni trans-
forméaciu, ktort sme pre volné pole analyzovali v casti 1.8. Lagrangidn je teda
invariantny vzhladom na zamenu

o —ety, AcR. (6.6.4)

Zakladny stav odpovedd minimu potencidlu (6.6.3), ktoré vieme ndjst pomocou
jeho derivacie. Kratky vypocet dava
oV
— =m2p* + 20" (¢ ) = 0. (6.6.5)
g
Odtial vidime, 7ze ak m? > 0, tak minimum nastane pre ¢ = 0. Na druhej strane
pre m? < 0, mame jednak lokalne maximum pre ¢ = 0 a jednak minimum pre

2
2 m 2
=—— =a". 6.6.6
ol =2 =a (66.6)
Posledné rovnica odpovedd konstantnej velkosti pola ¢, t.j. |p| = a. Graficky je
tato situdcia znazornena na Obr. 6.6, kde sa pouzil rozklad pola ¢ na jeho redlnu

a imaginarnu zlozku

o =1 +ips, =1 —ips.

Po skvantovani sa pole ¢ stdva operatorovym polom a podmienka (6.6.6) sa inter-
pretuje ako podmienka na vakuovi strednit hodnotu

{0]]0)]? = a®. (6.6.7)

Vidime, Ze minimélne hodnoty potencidlu V lezia v podstate na kruznici |¢| =
= a. Im odpovedajice stavy tvoria mnozinu degenerovanych vakui, ktoré si na-
vzajom prepojené vhodnou rotaciou. Fyzikalne polia, ktoré su excitdciami vakua,
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Obr. 6.6: Kvalitativne zndzornenie interakéného potencidlu V(p1, @2) pre pripad
2
m* < 0.

je potom mozné ziskat rozvojom okolo stavov |¢| = a a nie okolo ocakdvaného
stavu ¢ = 0. Aby sme ziskali hlbs{ ndhlad do tedrie, zavedieme polarne stradnice
pre komplexné pole

p(z) = p(x)e™), (6.6.8)

kde vystupuji dve nové redlne polia p a 6. Ako ocakdvame, premenna 6 odpoveda
na Obr. 6.6 pohybu okolo “tidolia” a p zase pohybu v radidlnom smere. Fyzikalna
intuicia ndAm napoveda, ze pohyb okolo tdolia nestoji ziadnu energiu, kedze nedo-
chadza k zmene potencialnej energie.

Volme vakuovy stav podmienkou

(0lpl0y =a, a€R. (6.6.9)
Potom musia platit dve rovnice
(0¢]0) = a, (0[8]0) = 0. (6.6.10)

Dané vékuum sa vyznaduje konkrétnou hodnotou pola (6.6.10), ktoré odpovedd
vybranému smeru magnetizacie vo feromagnete (L. H. Ryder, 1996; M. E. Peskin &
D. V. Schroeder, 1995). Na $tidium excitdcii okolo vikua je dalej vyhodne zaviest
radidlnu fluktuacéna ¢ast p’ vztahom

o(z) = [p/(x) + )@, (6.6.11)
Stredné hodnoty oboch poli p’ a # st prirodzene rovné nule. Vztah (6.6.11) dosa-
dime do Lagrangidnu (6.6.2) a postupne upravujeme s pomocou (6.6.6)

/3

V =m2p"” 4+ 2m2ap’ +m2a® + \p'* + 430" + 6420 + da*p’ + a*)
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= A" 4 darg”® + 4rap? — Na
_ )\[(p/ +a)2 _ a2}2 _ )\(l4
= AMg*p —a?)? — Aa’. (6.6.12)

Kineticky clen v Lagrangiane sa zase da prepisat do tvaru
(Bup) (0" 0*) = (9u0")(0"p) + (¢ + 0)*(9,,0) (8"0).

Vo vyraze pre potencidl V pozorujeme pritomnost ¢lena p’ 2 a preto tvrdime, ze
pole p’ sa vyznacuje hmotnostou

m?2, = 4Xa®. (6.6.13)

Na druhej strane ale nepozorujeme vyraz typu 62 v potenciali, a preto 6 odpoveds
nehmotnému polu. Vysledkom spontanneho narusenia symetrie je tak pritomnost
jedného hmotného a jedného nehmotného pola. Tento vysledok interpretujeme
s pomocou Obr. 6.6. Je zjavné, Ze narusenie pola p’ z jeho rovnovdznej polohy
vyzaduje dodanie nejakej energie, zatialco narusenie pola € nie. Neexistuje totiz
ziadna sila, ktord by nam brénila v posunoch pozdlz kruznice || = a. Pre uhlové
excitacie 6 o vlnovej dizke X tak bude platit, e w — 0 pre A — co. Odtial mame
nepriamu dmeru w o< A~!, a vztah E o p. Odpovedajtice relativistické astice sa
potom spravaji ako nehmotné (podobné spravanie pozorujeme u foténov). Castica
odpovedajicu polu 6 je znama ako Goldstoneov bozén. Doélezitym faktom je, ze
naznaceny mechanizmus narusenia symetrie je znacne univerzalny, t.j. spontanne
narusenie spojitej symetrie vedie k existencii nehmotnych cCastic. Presné znenie
tohto tvrdenia bude dokézané v nasledujicej casti.

Pre uplnost dodajme, Ze v kartézskych suradniciach by bol rozklad (6.6.11)
nahradeny rovnicou

p(z) =a+ £1(@) T ipa(@) (6.6.14)

V2
a predpokladali by sme (p1)g = (p2)9 = 0. Lagrangidn by po dosadeni a tprave
nadobudol tvar

1 1 A
L= 2(0up1)* + 5 (Oup2)” = 20a”p] = V201 (1 +03) — L (1 +65)”. (6.6.15)
Pozorujeme, ze pole @5 je nehmotné. Na druhej strane pole 1 vykazuje hmotnost
4)\a?, ¢o je tplne analogické k vysledku (6.6.13) s polarnymi stradnicami.

6.6.2 Goldstoneovo tvrdenie

V priklade z predoslej casti sme mali doc¢inenia s Lagrangidnom, ktory sa vy-
znacoval U(1) symetriou. Dve redlne polia prirodzene tvoria dvojrozmerni repre-
zentdciu grupy U(1). Jedno z tychto poli nadobtida nenulovi vdkuovi strednt
hodnotu a ukaze sa, ze jedno pole sa stdva hmotnym a druhé nehmotnym. Zdo-
raznujeme, ze vsetky uvedené dovody boli zalozené na klasickej tirovni. Na dalsi
rozvoj si potrebujeme vyjasnit dve otazky

¢ Ak je Lagrangidn invariantny vzhladom na grupu symetrii G, kolko existuje

Goldstoneovych bozénov?
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« Co sa stane po skvantovani klasickej teérie?

Pozrime sa na konkrétny priklad neabelovskej grupy, napr. SO(3). Predpokladajme
existenciu izovektorového skaldrneho pola s Lagrangianom

1 m?
L= 50up)(0"pi) = o = Mpispi) . (6.6.16)
V Lagrangiane prebieha sumacia cez ¢ = 1, 2, 3. Lagrangian £ je invariantny vzhla-
dom na izotopické rotacie, ktoré si generované grupou symetrii G = SO(3)

G: i — eiQkOtIg(pie—iQkak — (e_iTkak)ijSOj =Ujpj = [U(g)cp]i, (6.6.17)

kde ay, st uhly popisujtce rotacie v izospinovom priestore, ); su generatory grupy
a T}, st matice spliiajice Lieovu algebru grupy. T4 mé teraz ten isty rozmer ako
reprezenticia, do ktorej patri pole ¢, t.j. ide o trojrozmernti grupu. Matica U(g),
ktord odpovedd maticovému prvku g, je unitdrna (ak 7' je hermitovskd), a teda
pracujeme s unitarnou reprezentaciou.
N4jdime minimum potencidlu V' (ide o vyraz obsahujici dva posledné ¢leny v
Lagrangiane (6.6.16))
m2
V= 5 Pivi T Aepipi)?. (6.6.18)

Ak je parameter m? kladny, tak minimum nastéva pre ¢; = 0. Naopak pre m? < 0
dostaneme nasledujicu podmienku pre minimum

1/2
2, 2, aap_ M /: 6.6.19
lpol = (7 + 93 +¢3)/~ = 5y = a. (6.6.19)

Opét méame situaciu s degenerovanym vakuom a za zdkladny stav moézeme oprav-
nene zvolit Tubovolnu fyzikdlne pripustni realizdciu. Bez ujmy na vseobecnosti
volime za zdkladny stav

(,50 = aé'g. (6620)

Vektor ¢ je rovnobezny so smerom osi 3 v izospinovom priestore. Zjavne g nie je
invariantny vzhladom na plnt grupu G, t.j. existuji také prvky g € G, pre ktoré
plati

G: ¢y =Ul(g)po # ¢o. (6.6.21)

o je ale invariantné vzhladom na podgrupu H grupy G, ktord pozostava z rotacii
okolo osi 3

H: ¢y =U(h)po=po, U(h)=eTs. (6.6.22)
Na druhej strane potencidl V' je invariantny vzhladom na celi grupu G

V() =V(e), ¢ =Ulg)e (6.6.23)



Na najdenie Golstoneovych bozénov predstavime tretiu zlozku pola ako sticet kon-
stanty a fluktuujicej zlozky

Q3 =X+ a. (6.6.24)

Dalej tento vztah dosadime do (6.6.18) a upravujme

2
m
V= —1[o} + 05+ (x +a)’] + Ao} + 3 + (x + a)*]?

2
=4a® M + dadx (9] + 03 + X2) + A(@] + 03 + x)? — Aa?
= M(pipi — a®)? —a?). (6.6.25)

Vidime, ze jedine pole x sa vyskytuje pri kvadratickom clene, a teda méa nenulovta
hmotnost

mi =8a’\, my, =my, =0. (6.6.26)

Konstatujeme, ze po spontdnnom naruseni symetrie, mame dva Goldstoneove bo-
z6ny a jedno hmotné pole.

Postupujme vSeobecne, bez odvoldvania sa na konkrétnu grupu. Rozlozme po-
tencial okolo jeho minima. Kedze nutnou podmienkou je

aVv
3 =0, (6.6.27)
Palp=g,
mozeme preto pisat rozvoj potencidlu v tvare
1/ 9*V
Vip)=V = X 00K, 6.6.28
@ =View+ 5 (50m5,) w000 (6.6.25)

kde x(z) = ¢(x) — ¢o. Matica druhych derivécii potencidlu je

2
- (20)
00i09; ) ey

t.j. matica M;; je pozitivne definitnd. Aby sme nasli pole, pre ktoré moéze nastat
rovnost v (6.6.29), vykondme grupovii transforméaciu. Invariancia rovnice (6.6.23)
implikuje

v

0, (6.6.29)

1/ 0%V
V(o) =V(U(g)po) = V(vo) + 5 <6w8w> 5pidpj + ... (6.6.30)
YUTI /w0
a teda plati aj
0*v )
dpidp; =0, 6.6.31
(c’)cpl&p] . Yiop; ( )

kde dy; je varidcia pola ¢; podla grupovej transformécie. Zo vztahov (6.6.21) a
(6.6.22) vidno, ze je dolezité, ¢i g je prvok podgrupy H alebo nie. Ak g € H, tak
potom ¢f = ¢ a dp; = 0, alebo tiez

ou

(S = _— (5 2 = U. 0. 2
(p <80¢3)a3_0900 Q3 0 (663 )
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Rovnica (6.6.31) je preto splunené. Ak ale g nepatri do podgrupy H, tak

dpn = Kgg)wo] da; # 0. (6.6.33)

V tomto pripade z (6.6.29) a (6.6.30) dostaneme
Mij [U’(O)(po]j =0. (6634)

Polia U’(0)po maji preto nulovii hmotnost. Tie potom predstavujii hladané Gold-
stoneove bozony. Z daného odvodenia by malo byt zrejmé, ze ich pocet je dosled-
kom tedrie grip. Pocet poli, ktoré nemusia byt hmotné, je rovny dimenzii Lieovej
algebry podgrupy H, ktora opisuje invariantné vakuové stavy. V rozoberanom pri-
pade sme mali H = SO(2) ~ U(1) s jednym generdtorom T35 - preto jedno pole
zostalo hmotné. Prvky G, ktoré nepatria do H, netvoria grupu. Je ale stile mozné
zaviest faktorovi mnozinu G/H (P. Zlatos, 2011). Pocdet Goldstoneovych bozé-
nov je rovny dimenzii faktorového priestoru, ktora je tiez rovna poctu generatorov
G, ktoré nie st prvkami H. V rozoberanom pripade by to odpovedalo formalnej
rovnosti 3 —1 = 2.

Poznédmka:

Vsimnime si eSte dva Specidlne pripady. Ak existuje jediné vakuum, tak H =
= @ a faktorova mnozina obsahuje iba jednotkovy prvok, a teda nemame ziadne
Goldstoneove bozoény.

Ak naopak existuje také vikuum, Ze neexistuje ziadna podgrupa H, ktord ne-
chéva vdkuovy stav g invariantny, tak H je identita a G/H = G. Pocet Goldsto-
neovych bozénov je tak rovny dimenzii G.

Vréafme sa teraz k problému kvantovej tedrie. V nej je mozné Goldstoneovo
tvrdenie formulovat tak, Ze ak existuje taky polovy operdtor ¢(z) s nenulovou
vdkuovou strednou hodnotou (0|p(z)|0) a zéroven sa nejednd o singletny stav
podla nejakej grupy symetrii, tak potom v spektre moznych stavov musia byt
pritomné nehmotné cCastice. Uvedieme si zakladné myslienky dokazu.

Ak je Lagrangidn £ invariantny vzhladom na istd grupu symetrii, tak potom
z Casti o Noetherovej vete (kapitola 1.5) vieme, ze prady

) oL ()
a(r) = 6.6.35
70 = 550 (6.6.35)
maji nulovi stvordivergenciu 9" jj; = 0 a im odpovedajiice naboje
Q" = / d3z j3 () (6.6.36)

predstavuju veli¢iny, ktoré sa zachovavaju v ¢ase. Naboje sa vyznacuji komutac-
nymi vztahmi
[Qa Qb] _ CabCQc
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kde C?¢ s Struktirne konstanty Lieovej algebry. Unitdrny operator grupovej
transformécie je

U = e, (6.6.37)
Ak je vakuovy stav invariantny podla grupy (ide o singlet), U|0) = 0, a preto
Q*0)=0 (6.6.38)

a nabojové operatory anihilujua vakuum. To zvycajne nastava, ak existuje nejaky
druh symetrie. V opa¢nom pripade, mézeme povedat, ze mame degenerovanu st-
stavu zakladnych stavov: U|0) = |0)’ # |0) alebo Q%|0) # 0. Mali by sme hovorit,
Ze Q*]0) neexistuje v Hilbertovom priestore - inak povedané, jeho norma je neko-
necna.

Kedze operator ¢(z) nie je singletom vzhladom na dand grupu, potom musi
existovat taky operdtor ¢'(x), Ze pre nejaké a mame

[Q, ¢'(2)] = (). (6.6.39)
Pouzitim predpokladu (0]¢(x)|0) # 0 potom dostaneme
(0[Q, ¢’ (2)]]0) = (0]Q"¢ () — ¢’ (x)Q"|0) # 0. (6.6.40)

To znamend, Ze rovnica (6.6.38) nemdze nastat a nemdame symetriu vo zvycajnom
zmysle slova.

Ukézeme si, Ze (6.6.40) vedie priamo na existenciu nehmotnych castic. Dosa-
dime (6.6.36) do (6.6.40) a zaroven vlozime uplni mnozinu stavov

Z/d3y {015 () ) (nl ' ()10) = (0l¢" () ) (nl 6 (¥)|0)]ao—yo # 0. (6.6.41)

Obmedzenie 2° = ° je potrebné na dokaz (6.6.39). Translaén4 invariancia impli-
kuje

J6(y) = e Vg (0)e’?,
ktort vyuzijeme v (6.6.41) na dalSiu tpravu
Z/d3y ({0155 (0)[n) (n|¢' () 0)e’ ¥ — (0l¢' () [n) (n]i§ (0)[0)e ™" ¥] 0y
= (2m)* Y 8% (pa) [(0135.(0)[n) (]’ () [0)e’Prove

— (0l¢’ (@) [n){(nl55 (0)[0)e ™ P 0¥] o _yo

= (2m)* Y 8% (pa) [(015.(0)[n) (]’ () [0)e*Mm¥0

— (01" () |n) (n]jg (0)[0)e =¥ oo

# 0, (6.6.42)
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kde sme preintegrovali cez priestorovi siradnicu a vyuzili pritomnost Diracovej
delta funkcie na identifikdciu p,o = M,, kde M,, je hmotnost vloZenych stavov.
Musime este ukéazat, ze (6.6.42) nezavisf na ¢asovej premennej y°. Ak to ukazeme,
dostaneme M,, = 0, a teda vSetky vlozené stavy maji nulovi hmotnost, ¢o uz je
vlastne obsahom Goldstoneovho tvrdenia. Na pozadovany dokaz vyuzime fakt, ze
Jii(y) ma nulovi divergenciu

Mji(y) = 0ojs(y) + V- j*(y) =0,
ktorad po integracii dava
o [ Euitw) == [ €49 5.
Yo
Vieme, Ze (6.6.42) nie je ni¢ iné ako (6.6.40), a preto
i<0|[626‘,<p’(96)]|0> = i/(133/ (0176 (), ¢’ (2)]]0)
Yo Yo
—— [ &y -3 0). ¢ @)
— - [ 48 llF" ). ¢ @)0)

Ak st splnené zvycajné podmienky kladené na polia v nekonecne, tak dany povr-
chovy integral je nulovy. |

V Sestdesiatych rokoch bola vynalozena velka snaha o najdenie aplikécii Gold-
stoneovej vety vo fyzike ¢astic. Hoci sa nepozoruju hadrény s nulovou hmotnos-
tfou, pién mé relativne nizku hmotnost a dalo by sa povedat, Ze ide o “skoro”-
Goldstoneov bozén. Ak by to tak bolo, mali by sme vysvetleny tuspech PCAC
hypotézy (z anglického “partially conserved axial current”). Viac detailov viete
najst napr. v H. Georgi, 1982; S. Coleman, 1985.

6.6.3 Spontanne narusenie kalibraénych symetrii

Prestudujeme teraz otazku, ¢o sa stane, ak déjde k spontannemu naruseniu
teérie s lokdlnou kalibra¢nou symetriou. Za¢nime s najjednodusim modelom (6.6.2)

0 - i@y, (6.6.43)

Ako sme uz videli v Casti 6.3, priamym dosledkom takejto lokédlnej kalibrécie je za-
vedenie elektromagnetického pola a vyskyt kovariantnej derivacie (6.3.25) a (6.6.2)

. s . . 1 y
L= (0, +ieAp)(0"p —ieAr ) — m*Gp — Npp)? — ZFWFH . (6.6.44)

Podobne ako predtym, budeme povazovat m? za parameter, ktory méze nadobtdat
ako kladné tak aj zaporné hodnoty. V pripade m? < 0 a absencii kalibra¢ného pola
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sa vakuum (zékladny stav) vyznacuje nenulovou hodnotou

m2 1/2
Iw—a—(—%> : (6.6.45)

Analogicky ako pri (6.6.14) rozlozime pole ¢ na redlnu a imagindrnu cast

p1(x) +ipa ()
\/§

a prepiseme Lagrangidn pomocou poli ¢ 2

pla)=a+

1 1 1
L=—FuwF"™ + ta® A, AN + 5(5%01)2 + 5(3u802)2 —2Xa’p}
+V2ea A 0,090 + . . ., 6.6.46
“w

kde sme vzali do tvahy (6.6.6) a explicitne nevypisali ¢leny vysSieho ako tretieho
radu. Zaujimavym c¢lenom sa javi druhy ¢len na pravej strane rovnice (6.6.46),
ktory je tmerny A,A*. Ten naznacuje, Ze fotén sa stal hmotnou casticou. Ska-
larne pole ¢, je taktiez hmotnym polom, zatialco @5 sa javi nehmotnym. Navyse ale
mame pritomny “zvlastny” zmieSavaci ¢len A*0,p2. Takyto vyraz by spoésoboval
zmenu letiaceho foténu na pole ¢s, a teda @2 by nemalo odpovedat redlne pozo-
rovatelnému fyzikalnemu polu. V skutocnosti vieme toto pole odstranit z modelu
vhodnou kalibra¢nou transforméciou. Pre nekone¢ne malé A v (6.6.43) odvodime
z (6.6.14) dva vztahy

0 =1 —Apa, @y = P2+ Ap1 + V2Aa. (6.6.47)

Vidime, Ze ¢y (podobne ako A,,) podstupuje nehomogénnu transforméciu, ktora
pozostava z roticie a posunutia v rovine (o1, ¢2), a preto nemd priamy fyzikdlny
zmysel (analogicky ako pre elektromagnetické pole, pre ktoré si pozorovatelné
veli¢iny E a B a nie A,). M6zeme vzdy zvolif kalibra¢ny parameter A tak, aby
w2 = 0 a tym dosiahneme nepritomnost zmieSavacieho clena A*0,p2. V tejto
kalibracii potom dostaneme Lagrangian v tvare

1 1
L= _ZFWFW +e?a® A, AF + 3 (0up1)? —2Xa*p7 + interakéné ¢leny, (6.6.48)

kde sme preznadili ] — ¢1. Tento Lagrangidn obsahuje dve polia, foténové so
spinom 1 a 7 so spinom 0. Obe polia s pritom hmotné. Pole ¢35, ktoré v pripade
spontédnneho narusenia globélnej symetrie zostdva nehmotné (Goldstoneov bozén),
nédm v skutoc¢nosti vymizlo. Dalej kalibraéné pole, ktorého pritomnost je désled-
kom lokalnej symetrie, nadobudlo hmotnost - “fotén” sa stal hmotnym. Takyto
jav je znamy ako Higgsov mechanizmus. V danom abelovskom modeli to vieme
zosumarizovat nasledovne: spontdnne narusenie symetrie vedie nie na pritomnost
nehmotného Goldstoneovho bozénu, ale na jeho vymiznutie z tedrie. Namiesto
toho sa ndm objavi hmotné kalibraéné pole. Spontdnne narusenie symetrie U(1)
nam takymto sposobom poskytuje Casticové spektrum zavislé na type symetrie
(globélna vs. lokélna)
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a) Goldstoneov méd (narusenie globalnej symetrie U(1))

2 hmotné skalarne polia — 1 hmotné skalarne pole4+1 nehmotné skalarne pole
(6.6.49)

b) Higgsov méd (narusenie lokdlnej kalibracénej symetrie U(1))

2 hmotné skaldrne polia + 1 foton — 1 hmotné skaldrne pole+1 hmotny fotén
(6.6.50)

Vsimnime si, ze v oboch pripadoch sa pocet stupniov volnosti zachovava v nazna-
¢enych transformdcidach. V Goldstoneovom pripade je to jednoduché: hmotné aj
nehmotné skalarne pole m4 jeden stupen volnosti. Celkovo sa preto pocet stupnov
volnosti zachovava 2 = 1 + 1. V Higgsovom pripade mame nehmotny fotén, ktory
ma dva fyzikalne stupne volnosti, ale hmotny fotén ma az tri stupne. Celkovo teda
mame 2+ 2 = 1+ 3. Hrubo povedané, fotéon “absorboval” skaldrne pole a tym na-
dobudol hmotnost. Tento mechanizmus vieme porovnat so situdciou v kvantovej
elektrodynamike v ¢asti 5.5. Tam sa pozdfine a Casové komponenty fotonu navza-
jom vynulovali a zostali nam len priec¢ne zlozky. V tomto pripade sa Casova zlozka
foténu vynuluje so skaldrnym polom a zostanti nam tri polarizacné stavy foténu.
Fotoén sa tak stava hmotnou casticou.

Hoci sme nase uvahy zalozili na analyze Lagrangidnu (6.6.48), jeho konkrétny
tvar nehrd az taku podstatnd rolu. V skutocnosti, v renormalizacnej procedire
(ktora je nad rdmec tohoto kurzu, ale ddlezitd pre Casticovych a teoretickych fy-
zikov) je ovela vyhodnejSie pracovat s (6.6.46). Kalibracia (6.6.48) sa nazyva fy-
zikdlna alebo unitdrna kalibricia (U kalibrdcia), pretoZe sa v nej vyskytuji iba
fyzikédlne castice.

Teraz preskimame neabelovsky Higgsov mechanizmus a pre konkrétnost uva-
zujme O(3), ktory sme rozoberali v predchddzajiicej Casti. Lagrangidn (6.6.16)
musi byf pozmeneny nahradenim normalnej derivicie kovariantnou a pridanim
kalibra¢ného ¢lena. To vedie na celkovy Lagrangian modelu

1 m? > Lo i
L= i(Du%)(D“%) — 5 Pivi— AMepipi)® — ZFHVF #, (6.6.51)

kde na zaklade vztahov (6.5.8) a (6.5.20) vieme, ze

D,pi = 0upi + gﬁijkAfAOka

Fl, =0,A, — 0,A, + ge* A A} (6.6.52)
Potencial V nadobtida svoje minimum (pre m? < 0) pre
m2\ /2
ol = <—4)\) = a. (6.6.53)

Volime vékuovy stav tak, aby smeroval pozdlz osi 3
(,50 = aé},. (6654)
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Fyzikalne polia potom st ¢1 2 a X = @3 — a. Po kratke]j tiprave dostaneme

1
L= 5[(6#%01)2 + (au902)2 + (6/0()2] + ag[(au@1)Ag - (811902)*4?]
a2g2 1,2 242 1 i i\2 2y.2
+ 5 [(AH) + <Au) |- Z(aﬂ«AV —0,A,)" —4da” A+ ..., (6.6.55)

kde sme explicitne nevypisali ¢leny vyssieho ako tretiecho radu vzhladom na polia.
Tie nie st potrebné na nasu fyzikdlnu diskusiu. Tento Lagrangian je analogicky k
(6.6.46). Podobne obsahuje zmiesavaci ¢len medzi A* a . Preto jeho priamociara
interpretdcia nie je mozna. Na odvodenie fyzikalne viac transparentného Lagran-
gidna, vyuzijeme pritomnost lokalnej kalibracnej symetrie. Zvolime kalibraciu -
konkrétne unitarnu kalibraciu takym spésobom, aby v kazdom bode ¢asopriestoru
@ smeroval pozdlZ osi 3 v izospinovom priestore

P(r) = p3€3 = (a+ x)€s. (6.6.56)
Tym sa efektivne zbavime poli ¢1 a @2 a mame

Dypr =gla+X)A%, Dyups=—gla+x)A,, Dups=0.x. (6.6.57)
Potom tiez

(Dupi)? = ag*[(A,)% + (A2)*] + (0ux)* + - -

a Lagrangian nadobudne konec¢ny tvar

1 i i\2 a2g2
L= _Z(aNAV - 8VAM) - 9

[(AL? 4 (A2)7] + 5 (000)? — 402X
(6.6.58)

kde sme sa opit obmedzili na kvadratické ¢leny. Castice toho modelu tak odpove-
daju hmotnému skaldru, dvom hmotnym vektorovym casticiam a jednej nehmot-
nej vektorovej castici. V skutocnosti Goldstoneove bozony, ktoré boli pritomné v
modeli so spontdnne narusenou globalnou symetriou, vymizli v modeli s lokdlnou
symetriou a dve z nehmotnych kalibra¢nych poli sa stali hmotnymi. Preto podobne
ako pri (6.6.49) a (6.6.50) vieme zosumarizovat ziskane vysledky spontdnneho na-
rusenia modelu s O(3) symetriou nasledovnym sposobom

a) Goldstoneov méd (globdlna symetria O(3))

3 hmotné skalarne polia — 1 hmotné skaldrne pole+2 nehmotné skalarne polia

(6.6.59)
b) Higgsov méd (lokdlna symetria O(3))
3 hmotné skalarne polia + 3 nehmotné vektorové polia —
1 hmotné skaldrne pole + 2 hmotné vektorové polia +
1 nehmotné vektorové pole (6.6.60)
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Vidime, ze pocet nezavislych médov sa zachovava. Napr. v Higgsovom pripade
3+3%x2=9=14+2x3+2.

Model O(3) obsahuje vsSetky dolezité prvky vseobecného neabelovského pri-
padu. Malo by byt jasné, Ze jedno nehmotné vektorové pole je pritomné vzdy, pre-
toze podgrupa H (=U (1)), podla ktorej je vikuum invariantné, m4 jeden generdtor
- ide o skutocnost, ktord dovoluje jedno hmotné skaldrne pole (v Goldstoneovom
pripade). Preto pocet nehmotnych vektorovych poli je rovny dim H. Na druhej
strane, dve vektorové polia sa stali hmotnymi vdaka “absorpcii” dvoch Goldstone-
ovych médov. Pocet hmotnych vektorovych poli je preto dim G/H. A tak celkovy
pocet kalibra¢nych castic (hmotnych aj nehmotnych) je dim G. To mozno oc¢aké-
vat, pretoze kalibra¢né pole sa transformuje podla regularnej reprezentacie danej
grupy. Fakt, ze v diskutovanom modeli sme mali aj skalarne pole bolo sposobené
tym, ze sme zvolili skalarne polia za prvky izotripletu. D4 sa povedat, ze do znac¢nej
miery je vysledok Higgsovho mechanizmu determinovany grupovymi vlastnostami
daného fyzikalneho modelu.

6.6.4 Supravodivost

Supravodivost predstavuje ilustraciu Higgsovho mechanizmu pre abelovski te-
oriu. Znamym experimentalnym faktom je prejav javu supravodivosti v kovoch
pri dostato¢ne nizkych teplotach. Takéto kovy sii schopné viest pridy, pricom
nedochadza k disipécii energie. V principe preto mozu elektrické prady v supra-
vodici tiect nekonecne dlho. Jednym z ich prejavov je efektivne tienenie magne-
tického toku, ¢oho dosledkom je nulové magnetické pole vnttri supravodica (tzv.
Meissnerov-Ochsenfeldov jav). Inym sposobom je mozné tento efekt vysvetlit tym,
ze vo vnutri supravodica sa fotény stavaji hmotnymi.

Nasu diskusiu za¢nime uvazovanim statického pripadu, t.j. dpp = 0 a dalSie
Casové derivicie su identicky rovné nule. PrepiSeme potom rovnicu (6.6.44) do
tvaru

. . 1
L=—(Vy—icAp)  (Vo+ieAp) —m?|pl> — Ap|* — 5(V x A)?,

resp.
1
—L=(Vx A+ [(V —ieA)p|? +m?[p]® + | (6.6.61)

Tento Lagrangidn je tiez znamy ako Landauova-Ginzburgova volna energia v te-
6rii kritickych javov (A. Altland & B. Simouns, 2010; J. Zinn-Justin, 2010). Veli¢ina
m? = a(T — T.) sa interpretuje ako odklon od kritickej teploty 7" = T, pole ¢
predstavuje mnohocasticovi vlnova funkciu a jej fyzikdlna opodstatnenost je za-
bezpecend vdaka Bardeeonovej-Cooperovej-Schriefferovej teérii. Podla nej vieme,
ze za istych podmienok vznikéd efektivna pritazliva sila medzi elektrénmi. Polo-
vymi excitdciami si potom pary elektronov, ktoré takto tvoria viazané bozdénové
stavy. Pri nizkych teplotach sa mo6zu tieto stavy nachadzat v tom istom kvantovom
stave (Boseho-Einsteinov kondenzat) a vdaka tomu je mozné zaviest na ich opis
mnohodcasticovii vinovi funkciu ¢. Pre T > T, — m? > 0 nastdva minimum volnej
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2

energii pre |p| = 0. Naopak pre T' < T, — m* < 0 je minimum volnej energie

dosiahnuté pre stavy, ktoré vyhovuji podmienke

2

m
lpl* = =55 > 0. (6.6.62)

To, ako uz vieme z Casti 6.6.1, odpoveda spontdnnemu naruseniu symetrie. Lag-
rangidn (6.6.61) je invariantny vzhladom na zvycajné fazové transformécie

, 1
o= ety A A4+ ZVA(),
e
ktoré priamo vedd na Noetherovej prad
j=—i(pVy — V) — 2¢|p|? A. (6.6.63)

Pre T' < T, sa pole ¢ meni len velmi malo na priestorovych mierkach porovnatel-
nych s velkostou vzorky. DélezitejSim sa preto stava relevantnejsSim druhy ¢len na
pravej strane (6.6.44) a priblizne mame

. em?
TN
kde k je nejaka kladna konstanta. Tato rovnica je znama aj ako Londonova rov-

nica. Pre elektrické pole dostaneme E = —9; A = 0 a ak predpokladdme platnost
Ohmovho zékona E = Rj, tak nutne

A= kA, (6.6.64)

R=0,

¢o mozno interpretovat ako samotny jav supravodivosti.
Meissnerov jav vieme taktiez lahko demonstrovat. Ampérov zdkon nam déva
do suvisu magnetické pole B s prudovou hustotou j

V x B =j. (6.6.65)

Aplikujme na tto rovnicu operéciu rotécie, vyuzime V - B = 0 a vztah (6.6.64)
a dostaneme rovnicu pre magnetické pole

V’B = k’B. (6.6.66)

Ak sa obmedzime na jeden priestorovy rozmer, tak lTahko nahliadneme, ze pripustné
fyzikalne rieSenie ma exponencialny charakter

B, = Bge ¥®.

Magnetické pole preto vnika do supravodica iba na efektivnu vzdialenost radovo
rovni 1/k. Experiment naznacuje, Ze priblizna hodnota je 1/k ~ 10~%cm. Nakoniec
z (6.6.66) dostaneme V2?A = k2 A, resp. v Lorentzovsky kovariantnom tvare

0A, = —k*A

i

odkial vidime, ze “fotény” sa vyznacuji efektivnou hmotnostou k, ¢o je charakte-
ristickou ¢rtou Higgsovho mechanizmu.
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Dodatok A

Matematické dodatky

A.1 Vlastnosti Leviho-Civitovho symbolu

Uvazujme trojrozmerny euklidovsky vektorovy priestor. Pod Leviho-Civitovym
symbolom €;;;, rozumieme objekt charakterizovany trojicou indexov 7, j a k, pricom
moze nadobudat iba tri hodnoty 1,—1 a 0. Jeho definicia potom znie

1, ak (ijk) je parna permutécia;
gijk = § —1, ak (ijk) je nepdrna permutécia,; (A.1.1)
0, inak.

Jeho hlavna opodstatnenost spociva v znac¢nom zjednoduseni symbolickych a al-

gebraickych vypoctov. Ako sa uvidi pri konkrétnych vypoctoch, vyrazy obsahujice

vektorovy sucin sa prepiSu do kompaktnejSiecho zapisu oproti pouzivanému zapisu

pomocou determinantu. Zakladné vlastnosti Levitovho-Civitovho symbolu, ktoré

budeme vyuzivat, st

a) Komponenty vektorového stcinu ¢; = (a X b);;i = 1,2,3 je mozné vyjadrit v
tvare

c1 = azbz — azby,
co = azb; — a1b3’

c3 = a1by — agby,
resp. v kompaktnom tvare ako
Ci = €ijk;bp,

kde sa implicitne rozumie sumécia cez dva opakujice sa indexy j a k. Index @
je volny, t.j. moze predstavovat lubovolny prvok z mnoziny {1,2,3}.

b) Pri vypoétoch dochddza k vyskytu viacerych vektorovych sicinov veli¢in. To
sa po prepise prejavi vo vyskyte viacerych Leviho-Civitovych symbolov s nie-
ktorymi opakujicimi sa indexmi. Cez ne sa musi vyscitat a zakladné vztahy,
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ktoré sa pritom vyuzivajui, st tieto

dim Oin Oil
EijkE€mnl = |0jm Ojn 0j1 (A.1.2)
Okm Okn Okl
EijkEkmn = 0imOjn — Oindjm (A.1.3)
EijkEkjn = —20in (A.1.4)
€ijk€kji = —Eijk€ijk = —0 (A.1.5)

Z nich hlavne vztah (A.1.3) nachddza ¢asté pouzitie pri algebraickych tpravach.

Podotykame, ze Leviho-Civitov symbol je mozné zovSeobecnit aj na iné priestorové
rozmery, pripadne metriky.

A.2 Greenove funkcie

Aby nedochadzalo k zbytoénym nedorozumeniam, v kratkosti zhrnieme v tejto
casti zakladné myslienky metédy Greenovych funkcii na riesenie diferencialnych
rovnic. Detaily moze citatel najst aj v prislusnej matematickej a fyzikalnej litera-
tare (A. N. Vasil’ev, 2011; P. J. Olver, 2014).

Predpokladajme, ze mame zadany nejaky linearny diferencidlny operator L
premennej x = (¢, ). Napr. 0 = 97 — V2. Uloha typicky spoéiva v najdeni riesenia
© = ¢(x) rovnice

Lo(z) = f(z), (A.2.1)
kde f(z) interpretujeme ako zdroj.
Definicia: Greenovou funkciou operatora L nazyvame taki funkciu G(x, ') pre
ktort plati
L,G(z,2") = §(x — a'), (A.2.2)
kde L, je operator L pdsobiaci na premennu zx.

Akonghle je zndma Greenova funkcia G(x, z'), moZeme ihned skonstruovat par-
tikuldrne rieSenie ¢, daného problému. Staci definovat

op(x) = /dx’G(m,m’)f(x'). (A.2.3)
Na overenie postupujme forméalne
Lola) = L, [ 4/ Glao!)f(&'

- /da;' L,G(z,2") f(z")
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:/dz/é(:cfz/)f(ac’)
= f(z).

Vseobecné rieSenie (A.2.1) samozrejme pozostava zo vSeobecného rieSenia homo-
génnej rovnice a partikularneho riesenia

© = ©n + Pp, (A.2.4)
kde ¢}, je rieSsenim
Loy, = 0. (A.2.5)

Priklad:
V tedrii elektromagnetického pola sme sa pri rieseni elektrostatickych tloh
stretli s Poissonovou rovnicou pre potencidl ¢ = ¢(x)

Vip(z) = _p(:c)7 (A.2.6)

€0

kde p(x) je zadané statické rozlozenie elektrického nédboja. RieSenie je mozné za-
pisat v explicitnom tvare

o(z) = /dB:E/ px')

dmep|x — x'|’

¢o vieme aj formélne prepisat ako

olz) = / @y 2P 1 (A.2.7)

€ Amlx —x'|

Porovnanim s (A.2.1) a (A.2.3) pre operdtor L = V2 dostaneme

2 1 _
|z — /|

—4mé(x — ). (A.2.8)
Greenova funkcia G (z; ') Laplaceovho operatora (v troch rozmeroch) V2 je preto

1

Glasa') = —

(A.2.9)
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Dodatok B

Niektoré aspekty Specialnej
tedrie relativity

B.1 Lorentzovské transformacie

V tomto dodatku uvedieme vybrané informécie o Lorentzovych transformé-
ciach, ktoré sa vyuzivaju pri niektorych odvodeniach v tejto knihe.

Pri konstrukcii (kone¢ného) boostu v smere osi z potrebujeme poznat tvar ma-
tice A, ktord odpoveda jeho infinitezimalnej verzii. Z prednasky venovanej Specidl-
nej teorii relativity vieme, ze dand transformaciu je mozné zapisat v nasledujicom
tvare

ct’ v —pv00 ct
x’ - 00 x
_| : (B.1.1)
y 0 0 10 Yy
z 0 0 01 z
kde pouzivame standartné oznacenia
1
8= M (B.1.2)

7:\/1—’02/62’ ¢

Vykonanim Taylorovho rozvoja vzhladom na maly parameter § < 1 dostaneme
priblizny vztah

ct’ 1 =500 ct
x -5 1 00 T
~ . (B.1.3)
y 0 010 Yy
Z 0 001 z
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7 vyrazu na pravej strane vidime, Ze infinitezimalnu transforméaciu typu boost
vieme predstavit v tvare stctu jednotkovej matice a antisymetrickej matice I

0 —-100
-1 000
1", = : (B.1.4)
0 000
0 000
Je zrejmé, ze plati 1% = Iy = —110 =110 = —1.

Overime si teraz, Ze nekoneénym skladanim infiniteziméalnej transformécie (B.1.3)
naozaj dospejeme k pdvodnej matici (B.1.1). Tym bude zdévodnens opodstatne-
nost typického pristupu vo fyzike, kedy sa obvykle predpokladd, ze dand konecéna
transformacia sa vzdy déa vyskladat z nekone¢ného poctu infinitezimalnych trans-
formaécii. Tie sa obvykle analyzuju jednoduchsie ako konec¢né.

Zapiseme danu infinitezimalnu transforméciu v tvare

x’y = ADMJ?#, AVH = gz + AOJVM, (B15)
Aw’, = Awl”,, (B.1.6)
kde Aw = AP predstavuje nekonecne maly parameter odpovedajuci rapidite.

Umocnovanim matice I dostaneme

1000
) 0100
P=I-1= (B.1.7)
0000
0000
a dalej
rP=r.r=1I. (B.1.8)

Odtial by uz mal byt zrejmy tvar vseobecnej mocniny I™,n € N.
Konec¢ni Lorentzovu transforméciu potom vyskladame limitnym prechodom

W w )" w A\ .
x nlgl;(g-i—NI) 1<g+NI> c T

= exp(wl)”, ="
cosh(wI) + sinh(wI)]”  x*. B.1.9
w

Upravujme postupne vyrazy obsahujice hyperbolické funkcie, ktorych argumen-
tom je matica [

ewI +e—wI B 1 n
2 2
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cosh({w) =

1+§:Izj

n=1

e T (=1)"w™
+1+) %
n=1 ’




0 In n [2n,2n
Z n! 71+Z 2n)!

) w2n 9 9 w2n
* Z::l 2n)! * ;0 2n)!
=1 — I? 4 I? cosh(w). (B.1.10)

Analogicky postupujeme pre hyperbolicky sinus

. el — el q I"wn > m(-1)"wm
Slnh([w):fzi P ﬂ*;T
1 & Iw™ 0 12n+1w2n+1
2 lz(l_ =0 = 1 B (2n +1)!
n=1 =0 ’
0 Iw2n+1
N n;) (2n +1)!
= I'sinh(w). (B.1.11)

Ziskané vztahy (B.1.10) a (B.1.11) dosadime do (B.1.9) a upravime najskér mati-
covl cast

1 — I? 4 I? cosh(w) + I'sinh(w) =

1000 1000 cosh(w) 0 00 0 —sinh(w) 0 0
_|oroof Joroo] f 0 coshw) oo . —sinh(w) 0 00
0010 0000 0 0 00 0 0 00
0001 0000 0 0 00 0 0 00

cosh(w) —sinh(w) 00
—sinh(w) cosh(w) 00
0 0 10
0 0 01

A teda hladané transformaécia nadobuda tvare

ct’ 2’ cosh(w) —sinh(w) 00 0
x’ 2 —sinh(w) cosh(w) 00 x!
= = @) ) . (B.1.12)
Y 2’ 0 0 10| |2
Z 2 0 0 01 3

Po roznasobeni dostaneme vyjadrenie jednotlivych zloziek

ct' = 2'° = 2° cosh(w) — 2" sinh(w) = cosh(w)[z° — 2* tgh(w)],
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2 =a'% =23 (B.1.13)
Pritom plati
1
v2 '
V-~

Priamym dosadenim overime, Ze tieto vztahy st v stlade s (B.1.2). Pri rotéciach
okolo priestorovej osi 22 by sme zase pouzili maticu

tgh(w) = %, cosh(w) = (B.1.14)

0000

0010
v = (B.1.15)
0-100

0000

a podobne by sme postupovali pre dalsie mozné rotacie a boosty.

B.2 Relativistickda dynamika bodovej castice

Pohyb volnej ¢astice (takd na ktort nepdsobia Ziadne vonkajsie sily) je mozné
urc¢it pomocou dvoch postulatov motivovanych experimentalnymi pozorovaniami:
1. postulat: Lagrangidn volnej ¢astice je funkciou iba jej rychlosti, t.j. L = L(v).

V principe sa jednd o dosledok homogenity casopriestoru. Ak navyse pred-
pokladdme izotrépnost priestoru, tak nutne L = L(v?). Ako motiviciu mézeme
uviest pripad nerelativistickej castice, pre ktord mame

mwv? OL
L=""_ p=
y P oz,

= ma;i=1,2,3. (B.2.1)

Vyuzili sme zndme poznatky z teoretickej mechaniky (H. Goldstein, C. Poole &
J. Safko, 2002). Nésledne s pomocou Eulerovych-Lagrangeovych rovnic dostaneme
d oL OL dv

dt 8331 8267 — dt v Onst

¢o nie je nic¢ iné ako prvy Newtonov zakon.
2. postulat: Potreba relativistickej kovariantnosti. Inymi slovami to znamena, Ze
pozadujeme, aby uc¢inok S a jeho diferencidl dS = Ldt boli invariantné veli¢iny
vzhladom na Lorentzove transformacie.

Z tychto dvoch postulatov teraz odvodime tvar Lagrangeovej funkcie volnej cas-
tice L. Zrejme vSetky veli¢iny v dS sa musia vyjadrit nejakym spésobom pomocou
stvorvektora dz®

dz® dz
- vi:cd—;o = (v);, i=1,23.
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Iny vhodny stvorvektor ani nemame k dispozicii. Dalej jedina vhodna skaldrna veli-
¢ina, ktora pripada do tvahy, je infinitezimalny invariantny interval de,dz® = ds?.
Ocakdvame, 7e dS = L(v)dt = f(ds?), t.j. Ze Lagrangian je nejakou funkciou dizky
vektora dz® (Lagrangian ako skaldrna veli¢ina by mala byt funkciou len pripust-
nych skaldrnych premennych). Vyberieme z ds? druht mocninu dt

o 2
ds? = d2%dz? — da'da’ = cz(dt)2 — (dg;)2 = c(dt)2 {1 _ 1’2} )
c

Velicina dS by mala byt linedrna v ¢asovom prirastku dt. Preto ocakdvame, ze

02142
dS = L(v)dt < dt {1 - 62} ,
odkial
1)2 1/2
L('U) =a |:1 — C2:|

s istym koeficientom tmernosti a. Ten uré¢ime z porovnania s nerelativistickym
pribliZzenim, ktoré pozndme (B.2.1). Pomocou Taylorovho rozvoja méame

02
L ~all——+...
(v) a[ 2024— }

pre v K c. Zjavne prvy ¢len na pravej strane je fyzikilne neddlezitd konstanta.
Druhy ¢len ale mozeme porovnat s nerelativistickym Lagrangidnom (B.2.1). Vi-
dime, ze musf platit a = —mc?. Dospievame tak k Lagrangianu (volnej) relativis-
tickej castice

02 1/2

L(v) = —mc? {1 — 02] (B.2.2)

Hybnost a energiu relativistickej castice ndjdeme pouzitim vztahov

oL
=—, E=p-x—L. B.2.3
P= p (B.2.3)
Po tprave dostaneme zname relativistické vztahy
muv mc?

EF=— (B.2.4)

p:\/l—vQ/c27 V1—0v2/c2

Veli¢ina dr = dt4/1 — v2/c? sa zvykne oznacovat aj ako diferencidl vlastného
¢asu. Zjavne ide o Lorentzovsky invariantnii velicinu a dr = (dz,dz®)'/2.
Pomocou vlastného casu vieme zaviest pojem stvorrychlosti vztahom
dz®
ut = —. B.2.5
dr ( )
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Ide vlastne o podiel stvorvektora a lorentzovského skalaru a teda u® je nutne tiez
stvorvektorom. Jeho jednotlivé zlozky st

da®  at d
W= ¢ v (B.2.6)

dr dr ,/171;2/02’ dr 1/]_—1]2/02.

Dizka vektora u® je invariantna a rovna u®u, = c2. Vztahy pre energiu a hybnost
Castice sa kompaktne prepisu pomocou Stvorrychlosti ako

E=p"=mc, p=mu.
Odtial priamo vidime, ze E/c a p tvoria komponenty stvorvektora
p* =mu®; «=0,1,2,3. (B.2.7)

Tento Stvorvektor nazyvame aj Stvorvektorom hybnosti (Stvorhybnostou, pripadne
hybenergiou, vid (E. F. Taylor & J. A. Wheeler, 2012)). Casto vyskytujicim sa
vztahom je invariant

E? o

2
T_p =m

uqu® = m?c?, (B.2.8)
c

ktory sa zvykne zapisovat v tvare

E? = p*? + m2ch. (B.2.9)

B.3 Lagrangian nabitej castice v elektromagne-
tickom poli

Jeden z Casto pouzivanych a tspesnych pristupov pri rieseni fyzikalnych prob-
lémov spociva vo vhodnom rozdeleni tlohy na cast, ktorti vieme riesit presne a
cast, ktort berieme do tuvahy priblizne. Mame na mysli poruchovi teériu, ktorej
zékladna myslienka spociva v nasledovnom rozklade plného Lagrangianu L pre
dva podsystémy A a B

L=Loa+ L+ Lap, (B.3.1)

kde L 4, st Lagrangiany popisujtce jednotlivé systémy A a B, ¢len L 4p je zodpo-
vedny za interakciu medzi A a B. Vo fyzike plat{ symbolickd rovnost Lag = Lpa,
t.j. interakcia A s B je takd istd ako B s A (v duchu Newtonovho zdkona akcie a
reakcie). Predpokladdme pritom, Ze pohybové rovnice plyntce z Lagrangidnov L 4
a Lp vieme vyriesit.

Aplikujme tieto vseobecné tvahy na systém pozostdvajici z nabitej Castice
a okolitého elektromagnetického pola. Vo svojej fundamentalnej podstate ide o
velmi tazky problém, pretoZe dand castica sama tvori pole (napr. elektromagne-
tické), ktoré ovplyviuje iné zdroje tohto pola a to zase spiatne pdsobi na Casticu.
Aby sa zjednodusila fyzikdlna analyza problému, zavedieme aproximaéciu, v kto-
rej budeme vonkajsie polia povazovat za pevne dané. Inymi slovami zanedbdme
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vplyv Castice na Castice, ktoré si zdrojmi vonkajsieho elektromagnetického pola.
V takom pripade je interakény Lagrangidn mozné zapisat

Lint = /dgl‘ £int = — /d3$ JaAa, (B32)
kde

J'=p, J=J); A'=¢, A'=(A),.
Z heuristického hladiska je zrejmé, ze volba (B.3.2) predstavuje najjednoduchsiu
moznost pre konstrukciu netrivialneho lorentzovského skalaru medzi elektromag-
netickym polom a Stvorvektorovou veli¢inou charakterizujicou danui casticu.

Pre prehladnost sme uviedli explicitné vztahy s obvyklym zapisom vektorov v
Euklidovskou priestore. Néasledne po kratkom prepise dostaneme

Line = /dgw [—pp+dJ - Al (B.3.3)

Dané cCastica predstavuje vlastne bodovy naboj a pre ten vieme jeho hustotu a
prud zapisat prostrednictvom Diracovej delta funkcie

pt,x) =ed(x —r(t)), Jt,z)=ev(t)i(x—r(t)); v()= ) (B.3.4)

Tieto vztahy dosadime do (B.3.3) a dostaneme

[#ape= [ @acia-r)ett.e) = eott.r(v)
a tiez
/d3xJ CA= /d?’x ev(t) - A(t,x)d(x — r(t)) = ev(t) - A(t,7(1)).
Vztah (B.3.3) tak nadobune tvar
Lint = €[—p + v - Algep(r)- (B.3.5)

V dalSom pre skritenie zépisu nebudeme rozliSovat medzi x a 7(t). Impicitne
budeme mat na mysli zdmenu & — r(t) v relevantnych fyzikdlnych veli¢indch.

Celkovy Lagrangian (relativistickej) castice v elektromagnetickom poli je dany
stuctom Lagrangidnov (B.2.2) a (B.3.5)

) ’02 1/2
L=—-mc*|1—- ) —ep+ev- A. (B.3.6)

Pouzitim vztahov pre kanonickd hybnost (B.2.3) odvodime

aLint

P it
P+ ov

=p+eA, (B.3.7)
188



kde p je hybnost volnej castice v nepritomnosti elektromagnetického pola a P sa
zvykne oznacovat ako zovSeobecnend hybnost ¢astice (L. D. Landau & E. M. Lifs-
chitz, 1975). Hamiltonidn Castice je zase dany vyrazom

H=P-v—1L, (B.3.8)

ktory po dosadeni Lagrangidnu (B.3.6) a kanonickej hybnosti (B.3.7) vieme pre-
pisat do tvaru

ch

H=—— tep, (B.3.9)

N

V stvorvektorom zapise sa tento vztah dé skombinovat s (B.3.7) do kompaktného
vyrazu

P =p% 4+ eA”. (B.3.10)

Hamiltoniédn (B.3.8) by bolo ale vhodnejsie vyjadrit nie pomocou rychlosti ¢astice
ale prostrednictvom zovseobecnenej hybnosti P. Trividlne s splnené nasledujice
vztahy

H—-ep=E, P—-ecA=np. (B.3.11)
Z nich vdaka relativistickej rovnici E?/c?> — P? = m?c? dostaneme
H_ 2 2
(w) =m?? + (P - eA) , (B.3.12)
c

z ktorého uz lahko vyjadrime Hamiltonidn castice

H = \/m2c* + 2(P — eA)? + ep. (B.3.13)

Pre tplnost dodajme, Ze v nerelativistickom (klasickom) priblizeni by sme dostali
jednoduchsie vyrazy

2

1
m; +eA-v—ep, H= %(P —eA)? +ep. (B.3.14)

Na zaver nasej diskusie este uréime tvar Lorentzovej sily. Tu ziskame pomocou
Eulerovych-Lagrangeovych rovnic, ktoré implikuja

doL_ oL d o oL
dt v Oz a’P - ox’
Upravujme najskoér prava stranu

OL  OLiw
Ve~ 0w eVo+eV(v- A),

kde sme vyuzili to, Ze iba interakénd cast Lagrangidnu (B.3.6) zdvisi na polohe
castice. Jednotlivé zlozky tejto rovnice si
oL
6xi

L =

(B.3.15)

= —e0;p + e0; (Vi Ax) = —e0;p + evy0; Ag. (B.3.16)
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Na tpravu ¢asovej derivdcie A vystupujucej (B.3.15) vyuZijeme vzorec pre deri-
vovanie zlozenej funkcie
dA d

E = aA(t, 7’(7’)) = atA +

0A du,
6xi dt

=0 A+ (v V)A. (B.3.17)

Podotykame, ze nasim cielom je odvodenie vyrazu pre Lorentzovu silu, ktord ma
tvar vektorovej rovnice v trojrozmernom priestore. Z tohto dévodu piSeme a roz-
umieme index ¢ ako index urcujici trojrozmernt zlozku vektora.

Ziskané vztahy (B.3.16) a (B.3.17) dosadime do (B.3.15) a prepiSeme

dp  dA 9L

at ~ St " om
=—eltA—e(v-V)A—eVyp+eV(v- A)
=—¢e[Vp+0;A]+e[V(v-A)—(v- V)A] (B.3.18)

Po jednotlivych zlozkach tato rovnica predstavuje vlastne trojicu rovnic

dp;
de

=eFE; + e[vp0; Ax, — vpOrAi]; 1=1,2,3. (B.3.19)

Vyuzili sme pritom znamy fakt E = —V¢ — 0; A. Druhy vyraz na pravej strane
prepiseme pomocou Leviho-Civitovho tenzoru

0; A, — Ok Ai = [0imOkn — 0inOkm]OmAn = €iki€imnOmAn = €irt(V X A); = €1 By.
Pohybova rovnica tak nadobudne tvar

dp;
dt

= eF; + eviein By. (B.3.20)

Vo vektorom zéapise ide o znamy vzorec pre Lorentzovu silu

(iTIt) =¢[E + v x B]. (B.3.21)

Urcime este zmenu kinetickej energie castice.

dT  d 2

d mce
j— 2 f— — —_—
¢o sa rovna vyrazu

mc> 1 dv muv dov

i ¥ S L S B.3.2
1—v2/2)pr 2’ dt ~ (1-v2/2)p32 d&t (B-3.23)

Na druhej strane ale tiez plati

p. P _ 4 mv
dt — 7 dt \ (1 —v2/c2)1/2
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dv m mu? 1 dov

TS (1 —wv2/c?)1/? * (1 —v2/c?)3/2 2 ar

- dv 1 N v?/c?

B dt | (1 —v2/c2)V/2 " (1 —v2/c2)3/2

m dv
=V —. B.3.24
(1— v2/02)3/2"’ dt ( )
Porovnanim tohto vyrazu s (B.3.23) tak dostaneme, ze

dT dp
s . E. B.3.2
T (B.3.25)

Dalsf podrobnejsi vyklad je mozné najst v knihe (A. N. Vasil’ev, 2011).
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Dodatok C

Diracova rovnica

V tejto casti popiseme zédkladné vlastnosti Diracovej rovnice, ktord slizi na opis
fermiénov - Castic s necelo¢iselnou hodnotou spinu. Nasa diskusia je zalozend na
podobnom pristupe ako je uvedené napr. v knihe J. D. Bjorken & S. D. Drell, 1964.
Nasou snahou bude na zaklade prijatelnych fyzikalnych tvah ukazat opodstatne-
nie Diracovej rovnice a stru¢ne analyzovat vlastnosti jej riesenia. Na rozdiel od
hlavného textu budeme explicitne uvadzat rychlost svetla ¢ vo vsetkych vzorcoch,
kde déjde k jej vyskytu.

C.1 Naivny pokus

Najjednoduchsi fyzikalny systém predstavuje volnd cCastica, ktorej nerelativisticky
opis je zalozeny na Hamiltoniane

H=2+— (C.1.1)

V rdmci kanonického kvantovania (kapitola 4.2) je prechod ku kvantovej mecha-
nike mozné dosiahnut zamenou klasickych veli¢in na im odpovedajice kvantové
operatory

0

H ~ihd;, p— —ihV, V= (C.1.2)

Tato zdmena priamo vedie na nerelativistickii Schrédingerovu rovnicu

ihoy)(t,r) = —%V%(t, r). (C.1.3)

Ide o zjavne Lorentzovsky nekovariantd rovnicu, kedZe ¢asova premennd t sa trans-
formuje inym spdsobom ako priestorova premenna r. Vieme, Ze pri vysokych rych-
lostiach je opis zalozeny na nerelativistickej mechanike neadekvatny a musi byt na-
hradeny Specidlnou tedriou relativity. Preto rovnica (C.1.3) nemoze predstavovat
fundamentalny popis elementarnych castic.
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Podla $pecialnej tedrie relativity sa celkova energia E a hybnost p = (p*, p?, p?)
volnej Castice transformuju ako zlozky kontravariantného stvorvektora

Pt =% 0% %) = (E/e,p',p”,p°). (C.1.4)
Veli¢ina p,,p* predstavuje Lorentzovsky skaldr s hodnotou
E2

pup“ :pg—p-p: C—z—p2 :’/712027 (015)

kde m je (inviariantnd) hmotnost Castice a ¢ rychlost svetla vo vikuu. Vsimnime
si, ze prechod (C.1.2) je Lorentzovsky kovariantny, pretoze ide o priradenie medzi
dvomi kontravariantnymi Stvorvektormi, skratene p* — iho*.

Z toho, ¢o sme doteraz uviedli, by sme prvoplanovo mohli oc¢akavat, ze Hamil-
tonian relativistickej castice je dany odmocninou z operatora

2p? + m2ct. (C.1.6)
Odpovedajica relativistickd verzia Schrodingerovej rovnice by potom bola

M _
ot

ih V—=2h2V2 + m2ctip. (C.1.7)
Ak by sme interpretovali diferencidlny operdtor na pravej strane pomocou for-
malneho Taylorovho rozvoja, dospeli by sme k nekone¢nému radu obsahujicemu
parne mocniny Laplaceovho operatora V2. Celkovo by sa teda jednalo o nelokélny
operator. Tento nedostatok je mozné Ciastocne eliminovat pomocou jednoduchého
pozorovania: Ak dva operatory A, B navzdjom komutuji, tak potom je splnend
implikacia

Ay = Byp = A% = B%) (C.1.8)

pre IubovoInd pripustni vlnovu funkciu . Pouzitim tohto pozorovania na rovnicu
(C.1.7) s identifikiciou A = ihd; a B = v/—c2h2V2 + m2c* odvodime

>y 212v2 2 4
= (—c*R*V= +m ), (C.1.9)

—h?

resp. po kréatkej uprave

1 92 5  m3c? m2c?
<C2(%2_v + = >¢:<D+ 2 >¢:O. (C.1.10)

Rozpoznavame v nej Kleinovu-Gordonovu rovnicu (2.1.4), ktord sme analyzovali
v suvislosti s redlnym skaldrnym polom. Napriek tomu, Ze tdto rovnica je Lorent-
zovsky kovariantna, vyznacuje sa dvomi relevantnymi nedostatkami

(i) Okrem rieSenia s kladnou energiou, obsahuje aj rieSenie so zadpornou energiou
H = —\/p?c? + m2c*. To (zatial) nevieme rozumne interpretovat.
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(ii) Nedovoluje identifikovat pozitivne definitnti hustotu pravdepodobnosti a tym
padom ani zachovavajtci sa prad pravdepodobnosti.

Bod (i) sa do istej miery d& vyriesit, ale bod (ii) zabrdni tomu, aby sme mohli
rovnicu (C.1.10) prehldsit za relativistickd Schrodingerovu rovnicu.

Ukéazeme si, v ¢om spociva pri¢ina bodu (ii). Uvazujme rovnicu (C.1.10) a k
nej komplexne zdruzent

<D+mfjcz>¢:o7 <D+mh%2)¢* ~0. (C.1.11)

Prendsobme prvt z nich funkciou * a druhi z nich ¥, od¢itajme od seba a po-
stupne upravujme
0=y "0y — YOy~
=y "0, — YOO, "
= o W* ;ﬂﬁ - wa,ﬂﬂ*],
¢o sa da vhodnym dosadenim fyzikalnych veli¢in prepisat do sugestivneho tvaru

gt[m( *%f—aaﬁ*w)]w- [QZQ (w*(vw—(vww)]:o. (C.112)

2mc?

Vidime, ze ako vhodny kandidat na hustotu pravdepodobnosti sa javi vyraz

b (0% 0y
_2m02( 5 o w). (C.1.13)

Zjavne ale tato funkcia nie je pozitivne definitna. Priamou pri¢inou je fakt, Ze rov-
nica (C.1.10) predstavuje diferencidlnu rovnicu druhého rddu v Case. Preto podia-
toéné podmienky pozostdvaji zo zadania ako hodnoty v tak aj d;1p. Vhodnou vol-
bou sa potom dé dosiahnut, aby hustota p nadobtdala kladné aj zaporné hodnoty.
Vychodisko z tejto situdcie nasiel britsky fyzik Paul A. M. Dirac, ktory sa podujal
néajst diferencidlnu rovnicu prvého radu (P. A. M. Dirac, 1928a,b). Pritom mnoho
jeho sucasnikov nezdielalo jeho skepticizmus ohladom Kleinovej-Gordonovej rov-
nice, ktori povazovali za dostatoéne dobrého kandidata na relativistickd pohybovi
rovnicu (S. S. Schweber, 1994).

C.2 Diracova rovnica

V kratkosti zhrnieme heuristické uvazovanie, ktoré viedlo Diraca (P. A. M. Di-
rac, 1928a,b) k formulovaniu jeho rovnice. Ocakévame, Ze spravna relativistickd
rovnica by mala byt diferencidlna rovnica prvého rddu v case. Kedze Specidlna
tedria relativity zavadza istt formu demokracie medzi priestorovymi premennymi
a Casom, predpokladame rovnicu v tvare

8 A 0 0 0
af_f< L d’)wmc b, (C2.1)
Hy
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ktora obsahuje neurcené koeficienty «;;i = 1,2,3 a 8. Vyrazy «; nemodzu byt c¢isla,
lebo potom rovnica (C.2.1) nebude invariantna ani vzhladom na priestorové rotacie
(pri tych vo vieobecnosti dochddza k zmendm derivécii &/92%). Diracovo genidlne
riesenie spocivalo v prehldseni a; a § za Stvorcové matice N X N a vlnova funkciu
1 za N-zlozkovy objekt

U1
v=1: |- (C.2.2)

(Y

Na rovnicu (C.2.1) dalej Dirac nalozil podmienky
a) Kazdé zo zloziek 1 vyhovuje Kleinovej-Gordonovej rovnici (C.1.10), t.j. spliiajt
relativisticky vztah E? = p?c? + m2c?.

b) Existuje zachovavajici sa stvorvektor pradu, ktorého nultd (Casovd) zlozka je
pozitivne definitné veli¢ina.

¢) Dané rovnica musi byt Lorentzovsky kovariantnd. To znamend, Zze musi nado-
budat rovnaky tvar vo vSetkych pripustnych vztaznych sistavéach.

Na zdklade Diracovej ivahy je potrebné rovnicu (C.2.1) identifikovat ako ma-
ticova rovnicu, t.j.

. he( @ ) 9 )
ihOphs = 7 (Oélaxl + 042@ + 0436563>JT¢T + Bormcips, (0-2-3)

kde sa ma na mysli implicitnd sumécia cez sc¢itavaci index 7. V skrdtenom zapise
sa rovnica (C.2.3) zapiSe jednoducho ako

ihat’(/}a = Urw‘m (024)
kde na pravej strane vystupuje maticovy operator

e ) ) P ,
H,, = 7 (al)o"l'@ + (QQ)JT@ + (a3)07$ +Borme. (025)

Odvodime teraz niekolko dolezitych vlastnosti, ktoré musia vykazovat matice a; a
B. Derivujme preto rovnicu (C.2.3) podla ¢asu a prendsobme vyrazom ih

155,521/10 = atHaTwT = H(TTatd)Ta / X ih
—h202y = HyrihOgh,. (C.2.6)

Na pravej strane dosadime vztah (C.2.4) a postupne upravujeme

1202, = Hor Hypth,
3 2,/,2 5 3

_ 2.2 (i + i)y, %02 hme | o,

= —h%c ”2:1 B oo T ;(azﬁ + Bai)op o
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+m2c(6%) 5 pthp- (C.2.7)

Aby bola splnend rovnica (C.1.9) pre kazdi zo zloziek ¢,(0c = 1,2,...,N), tak
musia byt nutne splnené vztahy

;0 + ooy = 251']@]11\[, (028)
a;f + Ba; =0, (C.2.9)
af = %=1, (C.2.10)

kde 1y je jednotkovd maticu typu N x N. Zo vztahov (C.2.8)-(C.2.10) plynie:
(i) KedZe a? = % = 1, tak vlastné hodnoty tychto matic mézu byt len +1.
(ii) Rovnicu (C.2.9) mozno prepisat do tvaru «; = —fa; 8 a pocitat jej stopu
Tro; = —Tr (Bayf) = —Tr (f%y) = —Tray,

Teda sa jednd o matice s nulovou stopou (Tra; = 0). Podobnym spdsobom
vieme odvodit, ze Tr 5 = 0.

(iii) Z bodov (i) a (ii) vyplyva, Ze matice «y, 8 musia mat rovnaky pocet kladnych
a zapornych vlastnych hodnét. Preto musia maft tieto matice parny rozmer.

Pre N = 2 nevieme najst styri takéto matice, pretoze z kvantovej mechaniky je
zname, ze mnozina matic {1s, 04, 0y, 0.} obsahuje len tri vzdjomne antikomutu-
juice matice. Najmensie mozné N, pre ktoré vieme ndajst Styri antikomutujice ma-
tice, je N = 4. Konkrétnych realizacii pre volbu je viacero. Medzi najpouzivanejsie
patria

a) Standartné reprezentacia

0 g; ]12 0
= , B= : (C.2.11)
g; 0 0 —]lg

b) chirdlna (Weylova) reprezentacia

—0; 0 01
o = . 8= . (C.2.12)
0 ag; ﬂg 0

Standardné reprezentécia sa Casto pouziva v stvislosti s limitou nizkych ener-
gii. Naopak Weylova reprezentécia je vyhodnd pri diskusii limity vysokych ener-
gif (M. E. Peskin, 2019; M. E. Peskin & D. V. Schroeder, 1995).

Na vytvorenie vektorového priadu uvazujme najprv Hermitovsky zdruzenu vl-
novi funkeiu k (C.2.2) v tvare ¢ = (¢} ...1}) a vyndsobme tiou rovnicu (C.2.1)
zlava

he oY

W “’ w F ook +mctpp. (C.2.13)
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Dalej Hermitovsky zdruzme (C.2.1) a nidsobme sprava vyrazom )

f h
_in2 = ——C% W+ met By, (C.2.14)
ot i
kde sme vyuzili to, ze az = a; a BT = B. Odpocitame rovnicu (C.2.14) od (C.2.13)
a ziskame

hc

o k(w ), (C.2.15)

9 Il
Zhaw V) =

Definujme hustotu pravdepodobnosti vztahom

4
p=yip=> i, (C.2.16)

o=1
a tok hustoty pravdepodobnosti

i* =cetafy; k=1,2,3. (C.2.17)
Potom (C.2.15) nadobida presne tvar rovnice kontinuity

dp

S TVi=0. (C.2.18)

Preintegrovanim (C.2.18) cez cely trojrozmerny priestor, pouzitim Gaussovej vety
a zvycCajného predpokladu, ze sa vlnové funkcie asymptoticky blizia k nule dosta-
toc¢ne rychlo pre velké vzdialenosti, dostaneme

d
I /d‘jz iy =0, (C.2.19)

¢o naznacuje moznt identifikiciu p = T4 ako pozitivne definitnti hustotu prav-
depodobnosti.

C.3 Nerelativisticka limita Diracovej rovnice

Este pred samotnym dékazom Lorentzovskej kovariantnosti Diracovej rovnice sa
pokusime ziskat jej nerelativisticktl limitu. Tym vieme aspon ciasto¢ne verifikovat
jej opodstatnenost. Ak by nesedela tato limita, ihned by sme vedeli, Ze prislusné
Diracova teodria nie je spravna.

Zacnime s volnym elektrénom a uréme pocet moznych rieseni. Rovnica (C.2.1)
sa redukuje na

fllﬁ — Bmc?y, (C.3.1)
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pretoze vlnova dizka je nekonecne velkd, ¢oho dosledkom je priestorova uniformita
vinovej funkcie. V reprezentécii (C.2.11) ndjdeme Styri mozné rieSenia

1 0
wg-ﬁ-) _ efimc2t/h 0 , wé-l—) _ efimCZt/h 1 ,
0 0
0 0
0 0
. 0 . 0
wi*) _ e+zm,c2t/h , wé*) — e—Hmczt/h (C32)
1 0
0 1

Riesenia w§+) a wéﬂ su rieSeniami s kladnou hodnotou energie a riesenia wgf)
a wé_) so zapornou. Interpretaciu negativnych rieseni budeme diskutovat neskor.
Vedie nakoniec k predpovedi anticastic, ¢o bolo z historického hladiska vyznamnou
predpovedou Diracovej tedrie. Tu sa teraz zameriame na diskusiu rieseni s kladnou
energiou. Poktsime sa ist dalej v teoretickom popise a zaviest interakciu s elektro-
magnetickym polom a dospiet tak ku Pauliho rovnici. V analdgii s relativistickym
pripadom sa hybnost p zameni na zovseobecnenti hybnost p — eA/c (detaily ndj-
dete v Dodatku B.3). Navyse je potrebné k pokojovej energii zapodcitat interakciu
s elektrostatickym potencidlom e¢

0
iha—f = (ca : (p — iA) +Bmc* + e¢>1/1. (C.3.3)
Pod ndbojom e rozumieme naboj Castice, pre elektrén tak mame e = —ey.

Na stadium nerelativistického pripadu vyuzijeme explicitny tvar Diracovych
matic C.2.11 a rozlozime stvorspinor na dva dvojkomponentné spinory ¢ a y

v= |7 (C.3.4)
X
a potom
- R - -
zh% L X +ed 4 + mc? 4 ) (C.3.5)
X o T X —X
kde
e
T=p— EA (C.3.6)

je operator zovseobecnenej hybnosti.
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2

V nerelativistickom pripade je pokojova energia mc” najvéicsSia energeticka

mierka. Preto ju dalej vydelme v rieseni a pisSme

A}l

— emimi/n (V] (C.3.7)
X

>

kde predpokladame, ze ¢asova zavislost zloziek ¢ a x sa meni pomaly. Po dosadeni
a Uprave musia vyhovovat rovnici

0 o7 0
nZ 7] = X + e¢ 7] —ome? . (C.3.8)

ot \ x o X X

V druhej rovnici mézeme zanedbat kineticky ¢len hd;x a interakciu egy vzhladom
ku energetickej skale 2mc?y a odtial dostat

g-T

X = 2mc SD, (0.3.9)

Vidime, ze v nerelativistickom pripade je zlozka x mensia od ¢ o nasobiaci faktor
rddovo porovnatelny s v/c. Preto povazujeme zlozku ¢ za “vaésiu” a x za “mensin”
zlozku spinora 1. Dosadime rovnicu (C.3.9) do (C.3.8) a dostaneme

zhaa—f = (2171(0' -m)(o )+ eqS) ®. (C.3.10)

Na dalsiu tpravu vyuzijeme vztah
(0d-a)(oc-b)=a-b+ioc-(axb),

ktory plynie zo znamej rovnosti pre Pauliho matice o?07 = 69 + ie“*o*. To ndm
umozni odvodit

h
(0"7r)(0'~7r):7r2+io"(7r><1'r):7r276—0'«B,
c

kde sme vyuzili

. _ 3 o B
(m x m)ip= m(c‘f)awk(ajﬁ — ARQ,)p = z'%gwk(ajAk)@ - i%Bnp,

kde sme identifikovali B* = aijk(?jAk. Taktiez sa da lahko ukazat, Ze plati
VXx(Ap)+ Ax (V) =Vpx A+ (V) x A—-Vpx A=¢(V xA).

Tymto vieme dospiet k rovnici

w2 | L(p_ca Q—e—ho'-B—F ¢ (C.3.11)
“or T |2m c 2mce e\ e

A toto je zndma Pauliho rovnica pre Pauliho spinor ¢ (F. Schwabl, 2000). Kompo-
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nenty ¢ popisuju spin elektrénu. Okrem toho vedi k predpovedi gyromagnetického
vztahu g = 2. Na dokaz tohto tvrdenia potrebujeme len zopakovat zname kroky
z nerelativistickej kvantovej mechaniky. Predpokladajme, ze je dané homogénne
magnetické pole B a prislusny vektorovy potencidl A

1
B=VxA, A:§B><r. (C.3.12)
Moment hybnosti L a spinovy moment st dané
1
L=rxP, S= iho: (C.3.13)

Tieto vztahy dosadime do (C.3.11) a po kratkej aprave odvodime

dp P2 e e?

Zhﬁ " l2m 2mc<L +25)-B+ 2mc?

A? teple. (C.3.14)

Vlastné hodnoty projekcie spinového operatora S é na Iubovolny jednotkovy vek-
tor é su £h/2. Interakcia s elektromagnetickym polom je podla (C.3.14) popisand
vyrazom

62

Hip = —p- B+ A% + e, (C.3.15)

2mc?
kde celkovy magneticky moment

e
B = Horb + Hspin = %(L +28) (C.3.16)

pozostava z orbitdlnej a spinovej ¢asti. Spinovy moment je dany vyrazom

e
spin — —S C.3.17
Hsp g2mc ( )

s gyromagetickym (Landého) faktorom

g=2 (C.3.18)

C.4 Priestorova parita

Doélezitta rolu v casticovej fyzike zohravaju aj tzv. vnutorné symetrie spojené s
nevlastnymi Lorentzovskymi transforméciami. Prikladom je priestorova inverzia
dana formélne ako

x—a=-x =t (C.4.1)

Takito transforméciu nemozeme dostat nekoneénym poc¢tom infiniteziméalne bliz-
kych transformécii k identickej. Vieme néjst odpovedajicu maticu S z rovnice
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(3.2.15) pre tento pripad? Odpovedajica Lorentzovské transformécia mé tvar

10 0 O

o o=10 0 9

P = = g"*, (C4.2)
00 —-10
00 0 -1

kde posledna rovnica je splnend, ¢o sa tyka numerickych hodnoét, ale nie Lorentzov-
skej indexovej algebry. Transformécie s parnymi poc¢tom reflexii priestorovych osi
mozno vyskladat pouzitim rotécii. Ststredme sa preto teraz na pripad, v ktorom
dochédza ku kompletnej priestorovej inverzii (tzv. P-transformécia)

=2t i=1,2,3; 2/ =2a°, (C.4.3)

W' (2') = n(P)Si2s¥(x), Stz =17", (C.4.4)

kedze spinorova reprezenticia je dvojznaéna mame n?(P) = +1. odkial vidno, 7e
pridruzeny spinor sa transformuje maticou 4°Sy%. Uz sme videli (3.3.6), Ze pre
akukolvek transformaciu plnej Lorentzovej grupy plati

7(]511‘,70 _ S*l'

Tento vztah zostdva v platnosti aj pri priestorovej inverzii (C.4.4).
Specidlnu rolu hraje matica 7. D4 sa ukézat, ze v° komutuje s S pre vlastné
Lorentzove transformécie

SIS =~ = [S,4°] =0 (C.4.5)
ale pre nevlastné Lorentzove transformacie antikomutuje
S8 = 45, (C.4.6)

Specialne napriklad plati Py® = —4°P. Preto sa vyraz typu ¢y°¢ bude spravat
ako pseudoskalar. Podobne veli¢iny

()’ () (C.4.7)

budt zlozkami pseudovektora.

C.5 Diracova teoria dier

Z historického hladiska je zaujimavé, ze Dirac pri odvodeni svojej rovnice po-
skytol ind interpretaciu ako sme uviedli v ¢asti 3.6. Tam sme implicitne predpo-
kladali, ze ¢ predstavuje klasické pole, ktorého dynamika je opisana Diracovou
rovnicou (25 —m)y = 0. Pdvodne ale Dirac postupoval trochu inak. V prvom rade
tuto rovnicu prepisal do tvaru

O = —ia - Vip + mBy = H, (C.5.1)
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¢im vlastne tiez zaviedol Hamiltonidn teérie H. Dalej Dirac predpokladal, ze je
mozné v interpretovat analogickym spdsobom ako v kvantovej mechanike ako vl-

novi funkciu jednej éastice. UvaZovanim stavov 1, = u(p)e~ % atp_ = v(p)et?®
dospel k
10y = Ephy, 0 = —Epy_. (C.5.2)

Teda stav ¢, (1_) sa javi ako stav s kladnou (zdpornou) energiou.

Celkové ¢asticové spektrum takejto tedrie nie je zjavne zdola ohranic¢ené. Vieme
stéle dodat stav v(p), ktory znizi celkovid energiu o —FEp,. Na vyrieSenie tohto fyzi-
kélneho rozporu Dirac postuloval existenciu mora (Diracovo more, angl. Dirac sea)
v ktorom su vSetky zaporné energetické stavy naplnené. Vdaka predpokladanému
fermionovskému charakteru castic, takéto stavy by mali podliehat Pauliho vylu-
covaciemu principu. Tvrdime, ze iba stavy s kladnou energiou st pristupné a tiez,
ze iba rozdiely v ndboji mozno pozorovat. V poslednom pripade ide o podobnu
ivahu ako pri zavedeni norméalneho stuc¢inu.

Nésledne si Dirac uvedomil, ze tato tedria vedie k predikcii nového druhu castic.
Predpokladajme totiz, ze dojde k excitécii stavu so zapornou energiou. V Diraco-
vom mori po nej zostava prazdne "miesto" - diera, ktora ma vsetky charakteristiky
elektrénu az na znamienko elektrického naboja. Dirac na zéklade tejto tvahy do-
spel k presvedceniu, ze diera odpoveda novej Castici - pozitréonu. Taktiez vyslovil
predpoved, Ze elektrén s pozitrénom moézu vzajomnej anihilovat. Tym Dirac dospel
k jednému z najvicsich fyzikalnych objavov a to objav antihmoty. Experimentédlne
bol pozitrén pozorovany v roku 1932.

Hoci Diracova tivaha viedla k fyzikdlnemu objavu anticastic, ako taka nie je
spravna. Jednou z pricin je to, ze bola zalozend na Pauliho principe. Ale v prirode
existuju anticastice aj pre bozony, pre ktoré Pauliho princip neplati. Problém Di-
racovho pristupu spociva hlavne v tom, ze riesenia Diracovej rovnice nie je mozné
intepretovat v ramci jednocasticového formalizmu. V skutocnosti je potrebné in-
terpretovat 1 ako spinorové pole, pre ktoré vieme sformulovat pozitivne definitny
Hamiltonidn a ktorého exciticie odpovedaju Casticiam, resp. anticasticiam.
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