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Predslov

Predslov

Nahodné (stochastické) procesy modeluju také redlne procesy, na priebeh ktorych
maju vplyv ndhodné faktory.

Zakladatelmi tedrie ndhodnych procesov boli ruski matematici A. A. Markov,
A. J. Chin¢in a A. N. Kolmogorov. Z historického hladiska je rozvoj tedrie ndhod-
nych procesov rozdeleny do dvoch obdobi. Prvé obdobie je charakteristické rozvo-
jom tedrie diskrétnych procesov (retazcov). Zac¢ina pracou Markova v roku 1906 a
pokrac¢uje pracami Chinéina (staciondrne procesy) a Kolmogorovova (popis dyna-
miky procesu systémom diferencialnych rovnic) v 30-tych rokoch 20. storocia. His-
toéria spojitych procesov zacina $tidiom Brownovho pohybu N. Wienerom (1921).
Vyznamny podiel na ich rozvoji mal japonsky matematik K. It6, ktory zaviedol v
40-tych rokoch pojem stochastického integralu. Tym polozil zdklady stochastickej
analyzy a odstartoval druht etapu rozvoja tedrie ndhodnych procesov.

Co sa tyka aplikécii nahodnych procesov, prvé sa tykali oblasti fyziky a biolégie.
V ekonémii sa zacali vyuzivat hlavne diskrétne procesy po druhej svetovej vojne
(tedria hromadnej obsluhy, tedria obnovy). Vyrazny skok v aplikécii spojitych pro-
cesov nastal v 70-tych rokoch 20. storodia v oblasti finan¢nictva a poistovnictva
(modely ocenovania finanénych derivatov, modelovanie rizikovej rezervy poistovne).

Predlozeny ucebny text je urceny hlavne studentom odboru Ekonomicka a financ-
n4 matematika na Prirodovedeckej fakulte UPJS a jeho zvladnutie vyzaduje zak-
ladné znalosti tedrie pravdepodobnosti. Text svojim obsahom pokryva prva cast
predmetu ,,Nahodné procesy“. Zamerany je na diskrétne nadhodné procesy, predo-
vSetkym na Markovove refazce a ich aplikdcie v tedrii hromadnej obsluhy a v tedrii
obnovy. Text obsahuje okrem vykladu zékladnych pojmov, definicii a viet s dokazmi
aj mnozstvo rieSenych prikladov, ktoré ilustruju vysvetlovani tedriu. Na konci kaz-
dej z piatich kapitol, na ktoré sa kniha deli, s uvedené neriesené tlohy, na ktorych
si ¢itatel sdm otestuje pochopenie problematiky. Vysledky riesenia tiloh st zaradené
na konci textu, v zévere je uvedeny zoznam prislusnej literattry.

Dakujeme recenzentom doc. RNDr. G. Horékovej, CSc. a doc. RNDr. Cs. Toroko-

vi, CSc. za starostlivé postdenie rukopisu a za cenné rady a pripomienky.

Autorky
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1 Popis ndhodného procesu

Kapitola 1

Popis nahodného procesu

1.1 Definicia a vlastnosti procesu

Definicia 1.1 Nech je dany pravdepodobnostny priestor (2, A, P). Nahodnygm
(stochastickym procesom) nazgyvame lubovolny parametrizovany systém ndahod-
nych velic¢in

{Xi(w),teT, weQ} ={X;,teT}
kde t je redlny parameter, t € T C Ry, w reprezentuje ndhodni zloZku a ) je

vyberovy priestor.

Poznamka 1.1 Pri redlnych ekonomickych a finanénych procesoch parameter ¢

najcastejsie reprezentuje ¢as, a preto mnozinu 7" budem nazjvat casovy priestor.

Poznamka 1.2 Z definicie ndhodného procesu vyplyva, ze X;(w) sa da chapat ako

nahodnd funkcia dvoch premennych w, ¢, t.j. plati

Xi(w) =X(t,w), kde teT,weN.

Definicia 1.2 Trajektoria procesu je kazdd realizacia procesu { X, t € T} v zd-
vislosti na case pri pevnej hodnote w. Stav procesu je kaZdd moznd hodnota nd-
hodnej veliciny Xi(w) pri pevnej hodnote t. MnoZina vsetkjch stavov S sa nazjva

stavovy priestor.

Definicia 1.3 Ndhodny proces {X;, t € T} sa nazjva proces so spojitymsi
stavmi (strucne spojity proces), ak stavovy priestor S je interval. Ak mnoZina
S je spocitatelnd, ndhodny proces {X;, t € T} sa nazyva proces s diskrétnymsi

stavmi (diskrétny proces alebo retazec).

Definicia 1.4 Ndahodny proces { Xy, t € T'} sa nazgva proces so spojitym casom,
ak casovy priestor T je interval. Ak mnoZina T je spocitatelnd, hovorime, Ze ide

o proces s diskrétnym casom alebo o ndhodni postupnost.




1 Popis ndhodného procesu

Priklady spojitych procesov:
e aktualna cena cenného papiera na burze v zavislosti na Case,
e celkova vyska poistného plnenia za ¢as ¢, t € T,

e vyska hladiny rieky v zavislosti na case.

Priklady diskrétnych procesov:
e pocet navstevnikov v obchodnom dome v zavislosti na case,

e podet finanénych nirokov na poistoviiu pri havarijnom poisteni motorovych

vozidiel v zavislosti na case,

e pocet portch urcitého pristroja za cas t, t € T.

Na obrazku 1.1 st znazornené mozné trajektorie spojitého a diskrétneho nahod-
ného procesu {X;, t € T'}.

Xt Xt
t t
Obr. 1.1
Poznamka 1.3 Kazdej kone¢nej podmnozine {t1,t,...,t,} C T mozno priradit
systém nédhodnych veli¢in { Xy, , X4, ..., Xy, }, ktoré maju zdruzené rozdelenie dané

distribu¢nou funkciou

Ft1,t27...,tn(l‘17$27 ... 7:1:77,) - P(th S T, XtQ S T2, «. ., th S xn) . (11)

Definicia 1.5 Hovorime, Ze systém distribucnych funkcii
Ftl,...,tn<x17 o 7x7’l) == P(th S Tly vy th S afn) ’

kden €N, ty,...,tn, €T, x1,...,2, € Ry, je konzistentny, ak plati

1 By ogn (@1, 2p) = Byt (Tiyy.o .y x4,), t.j. distribuénd funkcia je inva-
riantnd voci permutdcii indexov i1, ..., iy,
2. Fy (@1, ymp) = lHm Fy e (1, T, Tpg) -
Tp41—>00
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Veta 1.1 (Kolmogorovova) Nech {Fi,, +,(z1,...,2n)} je konzistentny systém
distribucngch funkcii. Potom ezistuje nahodny proces {Xy, t € T} taky, Ze pre
kazdé n € N a lubovolné ty,...,t, € T, lubovolné x1,...,x, € Ry je rozdelenie

procesu { Xy, t € T} dané distribuénou funkciou
Ftl,m,tn(xl, e ,xn) = P(th S L1y ooy th S xn) .
Dokaz: Pozri [32], Veta 1.10.3.

Dosledok 1.2 Rozdelenie ndhodného procesu je jednoznacne urcené rozdelenim
vsetkych konecnorozmernych vektorov (X, ..., Xy, ) podla (1.1), pricom n € N,
t1,to, ..., thn €T a x1,29,...,25 € 5.

Definicia 1.6 Hovorime, Ze ndhodny proces {Xy, t € T} je striktne staciondrny
(staciondrny v uZsom zmysle), ak pre kazdé n € N, t1,...,t, € T, x1,..., 2, €
S a lubovolné h € T také, ze ty + h,...,t, +h €T plati

Ft1+h,...,tn+h($1a cee 7xn) - Ftl,...,tn (331, . ,$n) . (1-2)

Poznamka 1.4 Z definicie 1.6 vyplyva, Ze v staciondrnom procese maju vsetky
nahodné veli¢iny Xy, t € T identické rozdelenie, pretoze distribu¢na funkcia je

invariantna voc¢i posunutiu v case.

Definicia 1.7 Nech procesy {X;, t € T}, {Y, t € T} su definované na tom is-
tom pravdepodobnostnom priestore (2, A, P), s hodnotami v tom istom stavovom
priestore S. Hovorime, Ze procesy {X;}, {Y;} su stochasticky ekvivalentné, ak
plati

P(X; =Y) = P{lw € &; Xy(w) = Yy(w)} = 1.
Poznamka 1.5 Ak s {X;}, {YV;} stochasticky ekvivalentné, eSte nemusia mat

totozné trajektorie.
Priklad 1.1 Nech Q2 = (0,1), T' = (0, 1). Definujme

X; =0, Ywe(0,1),te€(0,1),
0, w#t,
1, w=t.

Zrejme P(X; =Y;) = P{w € (0,1); w # t} = 1, ale trajektérie st odlisné v bode
w =1. O
Poznamka 1.6 Procesy, ktoré su stochasticky ekvivalentné, maju rovnaké rozde-

lenie, lebo maji rovnaké vsetky kone¢norozmerné rozdelenia. Plati totiz

P(thgxl,...,thgrvn):
:P(thgxly-"7thgmnaXt1:Y%17'-'7th:}/;fn):
= P(Yi, <31, o, Vi <)
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1.2 Charakteristiky nahodného procesu

Definicia 1.8 Nech {X;, t € T} je ndhodny proces. Nendhodnd funkcia
E(X:) = m(t), definovand na T sa nazyva strednou hodnotou nahodného procesu
{X4, t € T} za predpokladu, Ze E(X;) existuje pre vsetky t € T.

Poznamka 1.7 Vyznam F(X;) je analogicky vyznamu strednej hodnoty ndhodnej
veli¢iny. Realizacie ndhodného procesu st redlne funkcie premennej ¢, ktorej hodnoty
kolisu okolo hodnot funkcie E(X;), ako vidiet na obrazku 1.2.

1 1 1 1 1 1

X, (o)
20 -

E(X)

X, ()|

AN

X, (U)A)

0 10 20 30 40 50

Obr. 1.2

Definicia 1.9 Nech {X;, t € T} je nahodny proces so strednou hodnotou E(X;)
a koneénym druhym momentom E(X?) < co. Redlnu funkciu K(s,t), s,t € T,

definovani vztahom
K(s,t) = E[(XS ~ B(X.) - (X — E(Xt))} = cov(Xs, Xy) |

nazyvame kovarianénou funkciou ndhodného procesu {X;, t > 0}. Nendhodnd

funkcia

2
K(t,t) = BE(Xy — B(Xy))” = D(Xy),
sa nazyva disperzia (rozptyl) procesu.

Priklad 1.2 Vypocitajme stredni hodnotu, kovarianéni funkciu a disperziu na-
hodného procesu {X;, t € T}, ak X; = 2U coswt + 2Vt + 4, E(U) = E(V) = 2,
D(U)=0,1; D(V) =0,2; cov(U,V) = 0,5.

10
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Riesente.
E(X;) = EQ2U coswt + 2Vt +4) =2coswt - E(U) +2tE(V) +4 =
=4coswt+4t+4.
K(s,t) = cov(2U cosws + 2V's + 4;2U coswt + 2Vt + 4) =
= cov(2U cosws, 2U coswt) 4 cov(2U cosws, 2V't)+
+ cov(2V's, 2U coswt) + cov(2V's, 2Vt) =
=4cosws - coswt - D(U) + 4t cosws - cov(U, V)+
+ 4scoswt - cov(V,U) +4st- D(V) =
= 0,4 cosws - coswt + 2t cosws + 2s coswt + 0,8st.
D(X;) = K(t,t) = 0,4 cos® wt + 4t cos wt + 0,3t . O
Definicia 1.10 Normovand kovariancna funkcia R(s,t), definovand vztahom

cov(Xs, Xy)

VD(X,) D(Xy)

sa nazyva korelaéna funkcia ndhodného procesu.

R(s,t) = s,tefl,

Definicia 1.11 Hovorime, Ze nahodny proces { X, t € T'} je kovariancéne (slabo)
staciondrny, ok md konstantni stredni hodnotu E(Xy) a kovarianéni funkciu

K(s,t) invariantni voci posunutiv v ¢ase, t.j. ak plati

1. BE(X;) =m(t) = konst.,, Vt € T,

2. K(s,t)=K(s+h,t+h)=K(|s—1]).
Poznamka 1.8 Druhé poziadavka v predchadzajtucej definicii hovori, Ze linedrna
zévislost ndhodnych veli¢in X, X; zavisi iba od ich vzdialenosti |s — ¢| a nezavisi
od ich polohy na c¢asovej osi.

Priklad 1.3 Nech Y je ndhodné veli¢ina s nulovou strednou hodnotou a kone-
¢énym kladnym rozptylom o2. Definujme nahodny proces {X;, t € No} predpisom
X = (—1)'- Y. Ukdzme, ze {X;, t € Nyo} je slabo stacionarny proces.

Riesenie. Mame ukazat, ze E(X;) = konst. a K(s,t) = K(|s — t|). Pre strednt

hodnotu procesu plati
E(Xy)=E[(-1)" Y] =(-1)"-E(Y) = (-1)" - 0 = 0 = konst.
Pre kovarianénd funkciu plati
K(s,1) = E[(Xs ~ B(X.) - (X, — E(Xt))} — B(X, - X;) =
— B[(-1)"-Y - (<1) - Y] = (- )*HEY?) = (-)D(y) =
= (1)t o2 = K(|s — ).

Uvazovany nadhodny proces je teda slabo stacionarny. ]

11
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Veta 1.3 Nech ndhodny proces {X;, t € T'} je slabo staciondrny. Potom plati
1. D(Xy) = konst., YVt €T
2. |[K(1)| < K(0),VreT
3. K(—7)=K(r),VreT.
Dokaz. 1. 7 definicie slabo stacionarneho procesu pre s = t mame
D(X;) = K(t,t) = K (]t — t|) = K(0) = konst.
2. }K(T)’ = |K(t, t+ T)} = ‘ cov (X, Xt+7-)’- Po predeleni odmocninou disperzii

| K (7)| _ cov(X¢, Xeqr)
\/D(Xt) ’ D<Xt+7) \/D(Xt> ’ D(Xt—H)

Odtial |K(7)| < v/D(X,) - D(X11,) = VD(X1) - D(X;) = D(X;) = K(0).

=|R(t,t+71)| <1.

3.K(-1)=K(t-7t)=K(t—(t—71)|) = K(7). O

Priklad 1.4 Zdroj generuje symboly 0 a 1 nezévisle, s pravdepodobnostami p a
1 —p. Symbol 1 znameni, Ze sa pocas jednotkového intervalu vysle impulz s ampli-
tidou a, symbol 0 znamena, 7e sa pocas intervalu dizky 1 nevysle ziaden impulz.
Predpokladajme, Ze zdroj uz zacal pracovat v minulosti. Popisme néhodny signal
generovany tymto sposobom ako ndhodny proces {X;, t € (—o0,00)} a uréme jeho

strednt hodnotu a kovarian¢na funkciu.

Riesenie. Uvedeny ndhodny proces mozno vyjadrit v tvare:
o0
X(t)= > Ap-f(t—m), n<t<n+l,
n=-—00

kde A,,,n =0,41,£2,... s nezavislé nahodné veli¢iny s alternativnym rozdelenim

definované nasledovne:

{ 0 s pravdepodobnostou P
A, =

a s pravdepodobnostou 1—p

a funkcia f(t) je dand

1 pre 0<t<1
t) = - .
/0 {0 inak

Pre kazdé t potom ndhodné veli¢iny X (¢) s uréené predpisom

X(t) =

0 s pravdepodobnostou P
a s pravdepodobnostou 1—p

12
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x(7)

:—| —a

T T (R A T T B

Obr. 1.3

Na obrazku 1.3 je zndzornend cast jednej z moznych trajektdrii procesu generova-
ného signalom: ...,1,0,1,0,1,1,0,...

Lahko ukdzeme, Ze proces mé konstantni strednt hodnotu:
E(X{)=a-P(X;=a)+0-P(X;=0)=a-(1—p).
V pripade, Ze uvazujeme ¢asové okamihy, pre ktorén < s,t <n+1, n =0,£1,£2,...
E(X:X;) = BEXsXi|Xs=a)-P(Xs=a)+E(X;X; | Xs=0)-P(X;=0) =
= a’-(1-p).

Ak vSak pre s,tplatim <s<m+1lan <t <n+1,m # n, tak ndhodné veli¢iny

X5 a Xy st nezavislé. Kovarianéna funkcia procesu {X;, t € (—o0,00)} je teda

Ky @ 0mp) pre n<sisntln=04142,.
0 inak

Proces analyzovany v tomto priklade je dolezity vo fyzike, elektrotechnike, ¢i
telekomunikacii. Pouziva sa pri prevode analégového zvukového signalu na digitalny.
O

Definicia 1.12 Hovorime, Ze ndhodny proces { Xy, t € T} md kanonicky rozklad,

ak sa dd vyjadrit v tvare
Xi=BE(X0)+ > _ Uk fit), (1.3)
k
kde Uy su nekorelované ndhodné veli¢iny s nulovou strednou hodnotou a fi(t) si
nendhodné funkcie, pre k =1,2,....
Priklad 1.5 Nahodny proces { Xy, t € T'} je dany kanonickym rozkladom
Xy =t—cost+U-t>+V -cos3t,

pricom D(U) = D(V) = 1. Uréme E(X;), K(t1,t2) a zistime, & je proces slabo

stacionéarny.

13
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Riesenie. Podla definicie kanonického rozkladu procesu je E(U) = E(V) = 0. Do-

sadenim za X; dostaneme

E(X;) = BE(t —cost + Ut* + V cos3t) = t — cost + t*E(U) + cos 3t E(V)
E(X;) =t — cost # konst.,

teda proces { Xy, t € T'} nie je slabo stacionarny.

K(t1,t2) = E[(Xy, — BE(Xy,)) (Xs, — E(X,))] =
(tl —costy + Ut% + V cos 3ty — (t1 — cos tl)) .

E (Ut% + Vcos3t1) . (Ut% + Vcos3t2)] =
E[U?8t3 + UVt3 cos 3t; + UVt3 cos 3ty + V? cos 3ty cos 3ta] =
= 2t2E(U?) + t5cos 3t E(UV) + t cos 3to E(UV) + cos 3t1 cos 3ta B(V?) .

El
(tg — costy + Uts + V cos 3ty — (t3 — cos tg))] =
[
[

Kedze z predpokladu D(U) = D(V) =1, E(U) = E(V) = 0, E(UV) = 0, pre

kovarianént funkciu dostavame

K(t1,ty) =t - t3 + cos 3t; - cos 3ty . O

1.3 Klasifikacia nahodnych procesov

Nahodné procesy delime podla réznych kritérii, najcastejsie podla
a) spojitosti ¢asu a stavov,
b) vnutornej zavislosti ndhodnych veli¢in Xy (w),

c) vyvoja procesu v ¢ase.

Ad a) Klasifikacia podla spojitosti ¢asu a stavov

1. Procesy s diskrétnym casom a diskrétnymi stavmi, kde T = {0,1,...},
S={0,1,2,...}.

2. Procesy so spojitym casom a diskrétnymi stavmi, kde T = (0,00),
S={0,1,2,...}.

3. Procesy s diskrétnym c¢asom a spojitymi stavmi, kde T' = {0,1,2,...}, S C Ry.

4. Procesy so spojitym casom a spojitymi stavmi, kde T = (0,00), SC R;.

Poznamka 1.9 Procesy s diskrétnymi stavmi sme nazvali retazce (s diskrétnym
alebo spojitym c¢asom). Procesy s diskrétnym ¢asom su casové rady.
Tento ucebny text bude venovany hlavne diskrétnym ndhodnym procesom, ktoré

maju v ekonomickej a financénej oblasti Siroké vyuzitie.
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1 Popis ndhodného procesu

Ad b) Klasifikacia podla vnatornej zavislosti

1. Proces s nezavislymi prirastkami — je taky proces { Xy, t > 0}, pre ktory plati:
pre Tubovolné 0 < t; <t < ... <tp,n €N

Xy — Xtyy Xy — Xtyy o0y, X, — Xu,,
st nezavislé ndhodné veli¢iny.
2. Markovov proces — je proces ,bez paméte“, t.j. proces, v ktorom podmienena

pravdepodobnost budiceho vyvoja zdvisi iba od stc¢asného stavu, od minulého

vyvoja nie. Pre lubovolné 0 < i1 <ty < ... <t, <t plati

P(Xt§m|Xt1:x1, ...,Xt :.ZL'n):P(XtSLU|th:$n)

n

3. Martingal — je proces, v ktorom podmienend strednd hodnota je rovna
poslednej hodnote. Pre Iubovolné 0 <1 <... <t, <t je

E(Xt | th =T1y -y Xt = (IZn) = Tn . (14)

n

Poznamka 1.10 Ak vo vztahu (1.4) plati nerovnost, ide o submartingal, resp.

supermartingal. Presnejsie

1. ak E(Xy | X, = 21, ..., Xy, = @) > p, proces { Xy, t > 0} je submartingal,
2. ak B(X; | X4y =21, ..., X4, = xp) < Ty, proces {X;, t > 0} je supermartin-
gal.

Poznamka 1.11 Martingal modeluje ,spravodlivii hazardni hru*, kedy ocakévany
zisk z hry je nulovy. Submartingal modeluje ,vyhodnd hru“, kym supermartingal

,hevyhodna hru“.

Ad c¢) Klasifikacia podla vyvoja procesu v Case
1. Staciondrny proces { X, t € T}, podla definicii 1.6 a 1.11, mdze byt
e strikine staciondrny, ak ma distribuént funkciu invariantnt voci posu-

nutiu v Case, t.j plati pre kazdé n € N; ¢1,...,t, € T; x1,...,2, € S
a Tubovolné h > 0

Ftl,...,tn (331, cee xn) = Ft1+h7...,tn+h($17 ceey xn) .

e slabo staciondrny, ak ma konstantni stredni hodnotu a kovarianéni fun-
kciu invariantna voéi posunutiu v ¢ase, t.j. pre lubovolné s,t € T'a h > 0
je

E(X;) = konst.
K(s,t)=K(s+h,t+h).
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2. Homogénny proces je taky proces, v ktorom podmienend pravdepodobnost
P(X; < j | Xs = 1) je invariantnad vo¢i posunutiu v ¢ase, t.j. pre Tubovolné
0<s<t;s,t €T ah >0 plati

P(X; <j|Xs=1i)=P(Xetn < J | Xopn =1).

3. Ordindrny proces je taky bodovy proces, v ktorom nedochadza ku kumula-
cii udalosti, t.j. za kratky casovy interval dlzky At, At — 0, moZe nastaf

nanajvys jedna udalost (bodovému procesu sa budeme venovat v dalsej ¢asti)

1.4 Modely realnych nahodnych procesov

1. Bodové procesy — modeluju vyskyt nahodnjych udalosti v Case, pripadne v
priestore. Takymi nédhodnymi udalostami mézu byt napriklad prichod zéa-
kaznika do obchodného domu, porucha stroja, vyskyt prirodnej katastrofy,
dorucenie e-mailu na server, dopad meteoritu na Zem, atd. Bodové procesy
mozeme zadavat tromi ekvivalentnymi sposobmi podla typu registracie sledo-

vanych ndhodnych udalosti:

(a) Zapisujeme casové okamihy tx, v ktorych nastédva sledovand udalost.
Takto dostaneme postupnost ndhodnych velié¢in
ti,to, .. tn,. .. kdeti<tjprei<j,

to =0, lim ¢; = oo.
1—00

(b) Zapisujeme intervaly medzi susednymi udalostami 7, pri¢om plati

TR =1t —tr_1, prek=2,...,n,
(1.5)
T =11 .
Odtial dostaneme
n
th=> Th, n=12,... (1.6)
k=1

(c) Zapisujeme celkovy pocet udalosti N; za ¢as t od zaciatku pozorovania
to = 0, t.j. nacitaci proces {N¢, t > 0}, kde

Ny=n&ot,<t<tp, n=012.... (1.7)

Ukazeme, ze vSetky tri spdsoby registracie st ekvivalentné.

Podla vztahu (1.5) resp. (1.6) je zrejmé, ze ¢ a 7, si dané stcasne. Ve-

nujme sa preto tretiemu sposobu registracie pomocou nacitacieho procesu
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{N, t > 0}, kde polozime

(0)=0, (1.8)
N(s,t) = N(t) — N(s), pre0<s<t.
Zrejme funkcia N; je neklesajiuca a schodkovitd, jej bodmi nespojitosti st

okamihy nastatia udalosti ¢;, ¢ = 1,...,n. Oznacme si dalej pravdepodobnost

toho, Ze na intervale (0,¢) nastalo prave n udalosti, ako
pn(t)=P(Ny=n), n=0,1,2,..., (1.9)
pravdepodobnost toho, Ze na intervale (s,t), s < t nastalo n udalosti, ako
pn(s,t) = P(N(s,t) =n), s<t. (1.10)

Uvazujme lubovolni n-ticu ¢éasovych okamihov {¢1,ts,...,t,}, v ktorych na-
stala sledovand udalost. Pre distribuént funkciu néhodnej veli¢iny g,

k=1,...,n plati
F(t) =Pt <t)=P(N, > k) =Y P(Ny=34) =Y pj(t)
Jj=k j

teda znalost rozdelenia NV; staci k uréeniu rozdelenia t;. Podobne sa d4 ukazat,
Ze 3. sposob registracie implikuje 2. spdsob. Problém by sa mohol vyskytnut
pri uréeni rozdelenia ndhodnej veli¢iny 71, ktoré vo vSeobecnosti moze byt iné,

ako rozdelenie 7, k = 2,...,n, ale aj tu plati
F.(t)=F,(t)=P(t1<t)=1—P(t1 >t)=1—P(N;=0) =1 —po(t).

O
. Nahodnd prechddzka na priamke — je diskrétny nahodny proces s diskrétnym

¢asom, definovany nasledovne:

Nech Y7, Y5, ... st nezavislé ndhodné veli¢iny s identickym rozdelenim, nado-

budajice iba 2 hodnoty +1 s pravdepodobnostou 1/2, t.j.

Polozme
XTL = Z }/; )
i=1
Xo=0.

Potom néhodny proces {X,, n € Ny} sa nazyva symetrickd ndhodnd pre-
chddzka na priamke. Ak by platilo P(Y; =1) =p, P(Y; = —1) = q, p # q pre
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p,q € (0,1), i8lo by o nesymetricki nahodni prechddzku. Zrejme plati v oboch
pripadoch T'={0,1,2,...}, S ={0,4+1,£2,...}.

Interpretdcia: Nahodna veli¢ina X,, udava polohu, ktort mé po n krokoch cas-
tica, pohybujica sa ndhodne po celociselnych bodoch na priamke, vo vSetkych
krokoch s rovnakou pravdepodobnostou v oboch smeroch, vychadzajtuc z po-
¢iatku. Zovseobecnenie tohto procesu sa pouziva pri diskrétnom modelovani

cien finanénych aktiv.

Poznamka 1.12 Zaujimavou modifikdciou ndhodnej prechadzky je ndhodny
proces, ktory ma pohlcujice stavy, teda také stavy, do ktorych je mozny vstup,
ale vystup uz nie. Tato modifikované verzia sa pouziva tiez na modelovanie

bankrotu hazardného hraca (problematika je rozpracovana napr. v [10, 11]).

. Biely sum — je spojity ndhodny proces so spojitym ¢asom. Ide o model fyzi-
kalneho procesu, ktory bol objaveny Robertom Brownom v roku 1826 a objas-
neny Albertom Einsteinom v roku 1905 na pohybe maljch ¢astic v kvapaline.
Pohybovéa rovnica Castice, vznasajucej sa v kvapaline, je

d? d

m‘@Xt—FC‘&Xt:Ft,

kde m je hmotnost Castice, ¢ — koeficient viskozity kvapaliny, X; — jedna
suradnica polohy castice, F} — sila, ktora vznikd narazom molekil kvapaliny

na casticu.

Sila F; ako biely sum je fazko popisatelnd ndhodné velic¢ina, ktorej stredna

hodnota je radovo 1072!. Norbert Wiener v roku 1921 sktimal integral bieleho
t

Sumu W; = [ Fyds a dokdzal, Ze ndhodny proces {W;, t > 0}, tzv. Wienerov
0

proces, uz ma ,,pekné“ vlastnosti

a) Wy =0, W; ma spojité trajektdrie s pravdepodobnostou 1,

b) Wy, =Wy, ..., Wi, — W, | st nezavislé ndhodné veli¢iny, pre Tubovolné
0<t; <...<t, <t

c) Wy —Ws~ N(0,(t—s5)-02),pre 0 < s <t

Interpretdcia: Okrem modelovania vo fyzike (hlavne v radiotechnike) sa pou-
ziva ,biely Sum“ resp. Wienerov proces, nazyvany aj ako Brownov pohyb, na
modelovanie fluktuacie cenového vyvoja na burze, na popis fluktuacie rizikovej
rezervy poistovne, atd. Vyznam Wienerovho procesu pre stochastick analyzu
v tedrii spojitych ndhodnych procesov sa dé prirovnat vyznamu normalneho

rozdelenia pre matematickt Statistiku.
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1.5 Cvicenia

1.1 Vypocitajte stredni hodnotu, kovarian¢ni funkciu a disperziu nahodného pro-

cesu Xy = Y e 'S¢t ak Y je redlna ndhodna veli¢ina, E(Y) =1, D(Y) = 0,5.

1.2 Nech X; je ndhodny proces a f(t) je nendhodnd funkcia. Polozte Y; = X; + f(¢)

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

a dokazte, ze kovarian¢né funkcie oboch procesov st rovnaké, teda, ze plati
Kx(s,t) = Ky(s,t), 0<s<t.

Nech X; = Y; - t2 + Y5 - cost, kde nadhodny vektor Y = (Y1, Y>) mé stredni

4 1
hodnotu E(Y) = (2,3) a kovarianéni maticu L3 Vypocitajte stredna

hodnotu, disperziu a kovarianéni funkciu ndhodného procesu {X;, ¢t > 0}.

Nech {X;, t € T} je ndhodny proces, kde rozdelenie X; je dané distribu¢nou
funkciou

x

Flz)=P(Xt)<2)=1-—¢@" z>0.

Je tento proces slabo stacionarny?

Nech {Xy, t € T} je ndhodny proces, kde rozdelenie X; je dané distribu¢nou
funkciou
1 T (u—pn)?
Fi(x) = / e ot ) dus >0, 0>0, € (—00,00).
oV27t J_oo

Urcte stredntt hodnotu a disperziu procesu. Pre ¢ = 2 a ¢ = 0,5 nacrtnite

funkcie
y1(t) = E(Xy) +VD(Xy) a wyalt) = E(Xy) —D(Xy), 0<t<10.

Nech je dany ndhodny proces {X;, t > 0}, kde X; = asin(wt +Y) a ¥ ma
rovnomerné rozdelenie na intervale (0,27). Dokazte, ze proces {X;, t > 0} je

slabo stacionarny a urcte kovarian¢éna funkciu.

Nech {X;, t € (—o0,00)} a {Y;, t € (—00,00)} st dva nezévislé slabo stacio-
narne procesy s nulovou strednou hodnotou a rovnakou kovarianénou funkciou
K (h). Dokazte, ze proces {Z;, t € (—o0,00)}, kde Z; = X - coswt — Yy - sinwt

je slabo stacionarny.

Je dany ndhodny proces {X;, t > 0}, kde X; = Z’;Zl[Aj coswjt + Bjsinwt],
dalej w; st redlne ¢isla, A;, B; nekorelované nahodné veli¢iny pre j = 1,...,n,
E(Aj) = E(Bj) =0, D(Aj) = D(Bj) = 0]2-. Rozhodnite, ¢i je proces slabo

stacionarny.
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1.9 Proces { X}, t > 0} je dany kanonickym rozkladom X; = U sinwt+V cos wt +2t,
kde U, V st nekorelované nahodné veli¢iny s nulovou strednou hodnotou a

disperziou D(U) = D(V) = 0,2. Uréte E(X}), D(X), K(t1,12).

1.10 Nahodny proces {X;, t € T} je slabo staciondrny a mé kanonicky rozklad
Xy =Ujpcos At + Ussin Mt, A € R. Nech Uy, k = 1,2 maji normalne rozdelenie

N(0, 02). Uréte korelaéni funkciu procesu.

1.11 Modulovy signal {X;, t € (—o0,00)} je dany

o0

X = Z An - f(t—n),

kde A,, st nezavislé, rovnako rozdelené nahodné veliciny, ktoré nadobudaja len
hodnoty +1, E(A,) = 0 pre vSetky n. Nech funkcia f(¢), vyjadrujica reakciu

systému na signal, je dané nasledovne

ft) =

1 pre 0<t<1/2
0 inak

a) Nacrtnite ¢ast moznej trajektérie procesu { Xy, t € (—o0,00)}

b) Ur¢te kovarian¢ént funkciu daného procesu.

1.12 Najdite stredntt hodnotu a kovarianéna funkciu pre nesymetricki nahodnt

prechadzku na priamke. Urobte zaver o stacionarite tohto Specidlneho procesu.

1.13 Nech {N;,t > 0} je ndhodny proces, kde ndhodna veli¢ina N; mé Poisso-
nove rozdelenie s parametrom At a Ty je ndhodné veli¢ina, pre ktora plati:
P(Ty = £1) = 1/2. Definujte T; = To(—1)™t. Ukézte, Ze proces {T;,t > 0} je
stacionarny a vypocitajte R(Ts, Tsyt).
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Kapitola 2

°
Markovove retazce

2.1 Markovska vlastnost a jej dosledky

Definicia 2.1 Diskrétny ndhodny proces { X, t € T} sa nazjva Markovov retazec
(MR), ak spliia Markovskd vlastnost

P(Xy=j| Xy =i1, ..., Xy, =in) = P(Xy = j | Xy, = in) (2.1)

n

pre lubovolné 0 < t; < tg < -+- < t, <t, ttpr €T, k=12,...,n a lubovolné
11,82, ,in,j € S CZ.

Definicia 2.2 Nech {X;, t € T} je Markovov retazec. Podmienené pravdepodob-

nosti
PXy=j|Xs=1)=pij(s,t), 0<s<t; s,teT; i,je€S,

nazyvame pravdepodobnosti prechodu Markovovho refazca zo stavu i v case s

do stavu j v case t. Nepodmienené pravdepodobnosti
P(Xt:]):p](t)a t€T> jESa

nazyvame absolitne pravdepodobnosti stavov Markovovho retazca a pravdepo-

dobnost P(Xo = j) = p;j(0), j € S sa nazjva pociatocné rozdelenie MR.

Definicia 2.3 Matica P(s,t) = (pid'(s’t))ijes sa nazyva matica pravdepodob-
nosti prechodu Markovovho retazca. Vektor p(t) = (pj(t))jes sa nazyva vektor
absolitnych pravdepodobnosti. Specidlne pre t = 0 dostaneme vektor pocia-

toénych rozdelent p(0).
Definicia 2.4 Matica ]S(s,t) = (pi,j(s,t))ijes, ktord spliia podmienky

1. pij(s,t) > 0 (vSetky prvky matice si nezdporné),
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2. > pij(s,t) =1 (sucet prokov v riadku je 1),
jes

sa nazyva stochasticka matica. Ak navyse plati

3. Zpi,j(svt) = 1,

€S
potom matica P(s,t) sa nazjva dvojne stochasticka.

Poznamka 2.1 Markovska vlastnost vo vzfahu (2.1) znamen4, Ze ide o proces bez
pamdte, kde pravdepodobnost budticeho vyvoja procesu zavisi iba od stcasného
stavu, od minulého vyvoja nie. Vdaka Markovskej vlastnosti, k znalosti rozdelenia
Markovovho retazca nie je nutné poznat vSetky kone¢norozmerné zdruzené rozde-

lenia, ako to plati vo vSeobecnosti pre nahodné procesy.

Veta 2.1 Nech {X;, t € T} je Markovov retazec. Potom rozdelenie pravdepodob-
nosti nahodného procesu {X;, t € T} je jednoznacne dané, ak pozndme pociatoc-
né rozdelenie p;(0) a pravdepodobnosti prechodu p;i(s,t), i,j,k € S, s,t € T,
0<s<t.

Dokaz. Podla Kolmogorovovej vety na urcenie rozdelenia ndhodného procesu
{Xi, t € T} sta¢l poznat zdruzené rozdelenia P(Xy, = i1, Xy, = i2..., Xy = in),
0<t1 <...<tp, tpeT,ix €S, k=1,...,n. Podla vety o nasobeni pravdepo-

dobnosti a vyuzitim Markovskej vlastnosti dostaneme

P(Xy, =iy, Xpy =i, ..., Xy, =in) =
= P(Xy, =i1) - P(Xy, = ip | Xoy = 1) - P(Xy, = i3 | Xy, = i1, Xy, =2) ...
o P(Xy, =i | Xy =1, Xy =g, o, Xy, = in1) =

=P(Xy, =101) P(Xp, =i2 | Xy, =01) - P( Xy, =03 | Xiy, =02) - ...
st P(th =1in | th—l = 'L'nfl) = (*)

Podla vety o uplnej pravdepodobnosti pre absolitnu pravdepodobnost plati

P(Xy =1i41) = >, P(Xo = j) - P(Xy, = i1 | Xo = j). Pre zdruzeni pravdepo-
JjES

dobnost teda dostaneme

()= P(Xog=j) P(Xy, =i1 | Xo=j) ... P(Xy, =in | Xy,_, =in_1) =
jes
= ij(o) i (0,81) - Diy iy (P15 2) = o Diy_y i (Fm15 t0) s
jes

teda pre uréenie zdruzeného rozdelenia sta¢i poznat pociatoéné rozdelenie a prav-

depodobnosti prechodu. ]

22



2 Markovove retazce

Veta 2.2 (Chapmanova-Kolmogorovova)Pre pravdepodobnost prechodu Mar-

kovovho retazca platia Chapman—Kolmogorovove rovnice

Pin(sit) =Y pij(s,u) - pir(u,t), (2.2)
jes
kde 0 <s<u<t, s,u,t €T,i,5,kesS.

Dokaz. Vyuzitim vety o Uplnej pravdepodobnosti a Markovskej vlastnosti procesu
pre 0 < s < wu <t plati

pik(s,t) =P(Xy=k| Xs=1) =
= P(Xu=j|X;=i) P(Xe =k | Xy =i, X, = j) =

JES

=Y P(Xu=j| Xs=i) P(X,= k| X, = j) =
JjES

= pij(s,u) - piut). O
jeSs

Poznamka 2.2 Chapman—Kolmogorovove rovnice mozno zapisat aj v maticovom

tvare

P(s,t) = P(s,u) - P(u,t). (2.3)

Definicia 2.5 Markovov refazec sa nazyva homogénny v éase, ak pre lubovolné
h >0 a pre vsetky t, t + h € T plati

pij(t, t+h) =pi;(h).
Poznamka 2.3 V homogénnom Markovovom refazci pravdepodobnost prechodu

je invariantna voc¢i posunutiu v Case, t.j. nezavisi od koncovych bodov intervalu ¢,

t + h, v ktorom sa prechod realizuje, iba od dlzky tohto intervalu.

Definicia 2.6 Diagram (graf) prechodu Markovovho retazca je orientovany
graf, kde vrcholy reprezentuji stavy Markovovho retazca a hrany zndzornené $ip-

kami oznacuju mozné prechody medzi stavms.

Obr. 2.1: Priklad diagramu prechodu Markovovho retazca s tromi stavmi

Poznamka 2.4 Markovove retazce rozliSujeme podla charakteru ¢asového priestoru
T na Markovov retazec so spojitym ¢asom a Markovov retazec s diskrétnym casom.
V tejto kapitole sa budeme venovat Markovovym retazcom s diskrétnym casom.

Specidlnym refazcom so spojitym ¢asom bude venovana 3. kapitola.
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2.2 Markovove retazce s diskrétnym éasom

Definicia 2.7 Postupnost celociselnych nahodngch velicin {X,, n € Ny} s mno-
Zinou stavov S C Z a casovym priestorom T = {0,1,2,...} = Ny sa nazgva
Markovov retazec s diskrétnym casom, ak spliia Markovski vlastnost v tvare:

pre kazdé n € Ny a lubovolné iy, ... i, € S je
P(Xpi1 =tpnt1 | Xi =11, ..., Xp=1n) = P(Xpnt1 = int1 | Xnn = in).

Poznamka 2.5 Definicia 2.7 je Specidlnym pripadom definicie 2.1. Realizicia pro-
cesu tu prebieha tak, ze proces v diskrétnych ¢asovych okamihoch (krokoch) pre-

chadza (sko¢i) zo stavu ¢ do stavu j. Oznacenie pravdepodobnosti prechodu je

P(Xpp1=7|Xn=1)=pij(n,n+1) pravdepodobnost prechodu po
jednom kroku

PXpir=7|Xn=1) =pij(n,n+k) pravdepodobnost prechodu po
k krokoch.

Poznamka 2.6 Ak je Markovov retazec homogénny, tak pre kazdé n € Ny
pij(n,n+1) = p;;(1) = pij,
pij(n,n+ k) = pij(k).

Pokial nebude povedané inak, v tejto kapitole budeme uvazovat homogénne

(2.4)

Markovove retazce s diskrétnym ¢asom, zaddvané maticou P= (pij)ijes-

Priklad 2.1 Na kruznici je rovnomerne rozlozenych 6 bodov. Castica sa moze
premiestiiovat z bodu do bodu za ¢asovu jednotku (1 krok) nasledovne: z daného
bodu, v ktorom sa nachadza, sa premiestni do jedného z najblizsich susednych
bodov s rovnakou pravdepodobnostou 1/4 alebo do bodu symetrického podla stredu
s pravdepodobnostou 1/2. Zapisme maticu pravdepodobnosti prechodu, nakreslime

diagram prechodu a zistime, ¢i je matica dvojne stochasticka.

Riesenie. Nahodny proces, ktory modeluje redlny pohyb castice je zrejme homo-
génny Markovov retazec s diskrétnym casom, s pravdepodobnostami prechodu
pijn,n+1) = pii(1) = pij, i, = 1,2...,6, n € Ny. Matica pravdepodob-
nosti prechodu je P(1) = P, diagram prechodu je na obréazku. Kedze stdet prvkov

v kazdom riadku aj v kazdom stipci je 1, matica P je dvojne stochasticka.

0 1/4 0 1/2 0 1/4
1/4 0 1/4 0 1/2 0
~ 0 1/4 0 1/4 0 1/2
1/2 0 1/4 0 1/4 0

0 1/2 0 1/4 0 1/4
/4 0 1/2 0 1/4 0
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Veta 2.3 Nech {X,,, n € N} je homogénny Markovov retazec s konecnym poctom
stavov |S| = s < oo a maticou pravdepodobnosti prechodu P = (pi,j)ijes- Potom

pre maticu pravdepodobnosti prechodu po n krokoch plati

P(n)=P", neN. (2.5)
Dokaz. Pouzijeme metédu matematickej indukcie.
1. krok: Dokézeme (2.5) pre n = 2, t.j. ze plati P(2) = P2. Podla Chapman—

Kolmogorovovych rovnic

pik(2) = pij(1)-pix(l), i keS.
jES
Zapis v maticovom tvare je: ]5(2) = ﬁ(l) . ]3(1) — p2,
2. krok: Predpokladajme platnost (2.5) pre n — 1, teda indukény predpoklad je:
P(n —-1) = Pn=1. Dokézeme, 7e z platnosti (2.5) pre n — 1 vyplyva platnost (2.5)

aj pre n. Podla Chapman-Kolmogorovovych rovnic

p'Lk: sz,] pj,k(l) .

. , o Jjes
Ekvivalentny maticovy zéapis je

P(n)=P(n—1)-P(1)=P"'.P=pP". O
Veta 2.4 Nech {X,, n € No} je konecny homogénny Markovov retazec s maticou
pravdepodobnosti prechodu P= (pi,j)ijes- Nech absolitna pravdepodobnost stavu j
po n krokoch je pj(n). Potom pre vektor absolitnych pravdepodobnosti po n krokoch

platt
p(n) =p(n—1)-P=p(0)-P", neN. (2.6)

Dokaz. Pouzijeme opiaf metédu matematickej indukcie.
1. krok: Dokéazeme (2.6) pre n = 1, t.j. ze plati p(1) = p(0) - P. Podla vety o tplnej
pravdepodobnosti

pi(1)=P(X1=j) =) P(Xo=i)-P(X1=7|Xo=1) =Y pi(0)-pi (1
€S €S
V maticovom tvare teda plati p(1) = p(0) - P.
2. krok: Predpokladdme platnost (2.6) pre n — 1, teda indukény predpoklad je:
p(n—1) =p(0)- P! Podla vety o uplnej pravdepodobnosti a vyuzitim indukéného

predpokladu dostaneme

pj(n) = X, = .7 Zpl pi,j(l) .

€S

Maticovy zapis

p(n) = pln —1)- P = p(0) - P"~* - P = p(0) - P". -
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Priklad 2.2 Automat na predaj listkov moze fungovat po vhodeni mince o hodnote
50 centov alebo 1 euro. V prvom pripade vyda listok, ak eSte nie je plny zasobnik
na 50-centové mince, do ktorého ich vojde 100. Po vhodeni 1 eurovej mince automat
vyd4 listok a vrati 50 centov, pokial mé v zdsobniku aspoii jednu 50-centovku. Ak
sa zasoba 50-centovych minci minie alebo je zadsobnik plny, automat sa vypina. Je
zname, ze 50-centovky resp. 1-eurové mince st vhadzované s pravdepodobnostou 0,7
resp. 0,3. Nech stav j znamena, Ze v zasobniku je j 50-centoviek. Najdime maticu
pravdepodobnosti prechodu P a absoltitne pravdepodobnosti po vhodeni 2 minci,

ak predtym bola v zasobniku jedna 50-centova minca.

Riesenie. Zrejme S = {0,1,...,100}; p = (0,1,0,...,0). Mame urcit Pa p(2). Plati

1 0 0 ... 0 O
03 0 07 ... 0 O
P=|: : Do
0 0 0 0,7
0 0 1
1 0 0 0 0
03 0 0,7 0 0
p(1) = p(0) - P = (0,1,0,...,0) - Do : =
0 O 0 0,7
0O 0 O 0 1

= (0,3;0;0,7;0,...,0).

p(2) =p(1)- P =(0,3;0;0,7;0,...,0) - P =(0,3;0,21;0;0,49;0; . ..;0) . O

Klasifikacia Markovovych retazcov s diskrétnym ¢asom sa kond na zaklade vlast-

nosti, uvedenych v nasledujucich definiciach.
Definicia 2.8 Markovov retazec sa nazjva
e koneény, ak md konecny pocet stavov, éo oznacime |S| = s < oo,

e nerozloZitelny), ak kazdy stav j je dosiahnutelny z kazdého iného stavu i, t.j.

ak existuje n € N: p; j(n) > 0 pre kaZdé i,j € S, inak je retazec rozloZitelny,

e periodicky, ak existuje také celé ¢islo d > 1, Ze ndvrat do lubovolného stavu

je mozny len po celociselnom ndasobku d krokov (¢islo d sa nazyva periéda),

e absorpény, ok obsahuje uzavretd triedu C takych stavov, z ktorych Ziaden
stav mimo tejto triedy nie je dosiahnutelny. Ak C je jednoprvkovd mnozina,

tak dany stav j je absorpény a plati pj; = 1.
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e regularny, ak existuje n € N také, Ze n-td mocnina matice pravdepodobnosti

prechodu pn neobsahuje nulovée proky.

Priklad 2.3 Markovov retazec ma maticu pravdepodobnosti prechodu

0,7 0,3 0
P=1|o0 0,8 0,2 |. Zistime, ¢i splita vlastnosti z definicie 2.8.
0,4 03 0,3

Riesenie. Kedze |S| = 3 < oo, MR je koneény. Stav 1, 2, 3 st navzdjom dosiahnutel-
né, teda MR je nerozlozitelny a nie je absorpény. Je neperiodicky, lebo na hlavnej
diagonale st kladné prvky. Co sa tyka reguldrnosti, podla definicie sta¢i najst také
n € N, ze P" bude mat vietky prvky kladné. Uz pre n = 2 je pij(2) > 0, pre vetky
1,7 =1,2,3

0,7 0,3 0 0,7 0,3 0 0,49 0,45 0,06
PP=10 08 02]|-[0 08 02|=/[008 070 022],
0,4 0,3 0,3 0,4 0,3 0,3 0,40 0,45 0,15
takze dany Markovov refazec je reguldrny. O

Definicia 2.9 Homogénny neperiodicky Markovov retazec sa nazjva ergodicky, ak
existuju limitné pravdepodobnosti

lim p;j(n)=m;, 4,j€S, neNy,

n—oo

nezdvisle na pociatocnom stave i. Vektor T = (7j)jes sa nazyjva staciondrne roz-

delenie Markovovho retazca.

Veta 2.5 Nech {X,, n € No} je ergodicky Markovov retazec. Potom staciondrne

rozdelenie T = (7;)jes ndjdeme ako jediné riesenie sustavy

ij —1 (2.7)

Doékaz. a) Najprv dokazeme existenciu rieSenia, teda ze stacionarne rozdelenie 7

vyhovuje (2.7). Podla Chapman - Kolmogorovovej vety
pik(n) =Y pijn—1)-pix(1). (2.8)
jes
Z predpokladu ergodicity vieme, Ze existuju limity: li_>m pijin — 1) = m,
n—oo
lim p; x(n) = 7. Limitngm prechodom v (2.8) dostaneme
n—oo
Jim pig(n) = lim D o pii(n—1)-pir(1) = Y lim pi(n—1) - pjk,

n—o0 - .
jes JES
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T = Zjes Tj - Djk, T€SP. T =T - P. Teda 7 je rieSenim (2.7).
b) Teraz dokdzeme jednoznac¢nost riesenia (2.7). Nech okrem 7 existuje aj iné prav-

depodobnostné rozdelenie ¢ = (g;)jes vyhovujice (2.7), t. j. nech plati

g =Y a-pix(D), D> g =1 (2.9)

jes jeSs

Ak vynéasobime prvi rovnicu ¢islom py, (1) a s¢itame cez k € S, dostaneme vyuzitim

Chapman - Kolmogorovovej rovnice

Sk pea() = DD a5 pin(l) - pra(l)

kes keS jes

@ = Y 42

jeSs

Ak tento postup néasobenia s s¢itovania opakujeme n-krat, dostaneme

Gm =Y Djm(n).

JjeS
Vyuzitim limity

. (2.9)

jes jes jes
Teda g = 7, Cize rieSenie je jednoznacné. O
Poznamka 2.7 V ergodickom retazci podmienka nlgrgopi7j(n) = 7, 4,5 €S,
znamend lim P(n) = 7, pricom kazdy riadok matice m bude rovnaky a rovny

B n—oo
T = (mj)jes-
Priklad 2.4 Podnik dodava na trh novy vyrobok, ktory mozno charakterizovat
dvoma stavmi:

1. vyrobok je tspesny (preda sa aspon uréity pocet),

2. vyrobok je netspesny (preda sa menej ako pozadovany pocet).
Vieme, Ze ak je vyrobok uspesny v jednom obdobi, ostava tspesny aj v dalSom
obdobi s pravdepodobnostou 0,5 a stdva sa netspesnym s pravdepodobnostou 0,5.
Ak bol vyrobok netspesny, ostédva netuspesny s pravdepodobnostou 0,6 a stava sa
uspesSnym s pravdepodobnostou 0,4. Uréme maticu pravdepodobnosti prechodu ]3,

diagram prechodu a stacionarne rozdelenie Markovovho refazca.

p11=05; p12=05 5_ 0,5 0,5
p2,1 =0,4; p22=0,6 0,4 0,6

Diagram prechodu je na obrazku 2.2:

Riesenze.
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aQ_ o

Obr. 2.2

Stacionarne rozdelenie urc¢ime rieSenim sustavy:

F=7-P
0,5 0,5
2 m,m) = (m,m) - | ’
S w1 (m1,m2) = (1, 72) 04 06
j=1

w1 = 0,5m + 0,479
4 5 _ 4 5
mo = 0,51 + 0,679 :>7T1=§, 7T2=§:>7T= 9'9) "

m+m=1

2.3 Klasifikacia stavov Markovovho retazca

Pri klasifikacii stavov Markovovho retazca vychddzame z pravdepodobnosti pre-
chodu p; j(n), resp. z pravdepodobnosti 1. navratu do daného stavu f; ;(n), ktort

zadefinujeme neskor.

Definicia 2.10 Hovorime, Ze stav j je dosiahnutelny zo stavu i, ak existuje n € N:
pij(n) > 0. Stavy i, j si navzdjom dosiahnutelné (komunikujice, sisledné),

ak existuji m,n € N také, Ze p; j(n) >0 a p;(m) > 0.

Definicia 2.11 Hovorime, Ze stav j je absorpény, ak do stavu j existuje vstup
(3n € N:p; j(n) > 0), ale neezistuje vystup (Ym € N: p;i(m)=1).

Poznamka 2.8 Zrejme Markovov refazec, ktory mé absorpéné stavy dosiahnutelné
zo vSetkych neabsorpénych stavov, pre n — oo konéi v niektorom absorpénom
stave.

Priklad 2.5 Zistime podla diagramu prechodu, ¢i mé Markovov refazec, dany mno-
Zinou stavov S = {1,2,3,4,5} a maticou pravdepodobnosti prechodu ﬁ, absorp¢né

stavy a €i je rozlozitelny, ak

1/2 0 0 1/2 0

1/2 0 1/3 0 1/6
P=|0 0 1 0 0
1 0 0 0 O
01 0 0 0
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Fo—C@Q—=CL ©

Obr. 2.3

Riesenie.
Z diagramu prechodu na obrazku 2.3 vidiet, ze {1,4} a {3} tvoria uzavreté podm-

noziny, teda retazec je rozlozitelny. Stav j = 3 je absorpény stav. O
Definicia 2.12 Hovorime, Ze stav j je periodicky s pericdou d > 1, ak

1. pj (k) >0 & k je celociselny ndsobok d, inak p; (k) =0,

2. d je najmensie celé ¢islo s vlastnostou 1.

Priklad 2.6 Zistime, ¢i Markovov retazec so stavmi S = {1,2,3,4} a s maticou

0 1 0 O
~ 1/2 0 1/2 0

pravdepodobnosti prechodu P = é 0 é . ma periodické stavy.
0 0 1 O

Riesenze.

Stavy {3,4} su periodické s periédou d = 2, tvoria uzavrety systém a plati:
p33(2n) =p1a(2n) =1 a p33(2n — 1) = psya(2n — 1) = 0, pre vsetky n € N.
Stavy {1,2} st tiez periodické s periédou d = 2, kedze p; 1(2n) = p22(2n) = (%)n
a p1,1(2n — 1) = pa2(2n — 1) = 0. Ich limitné pravdepodobnosti navratu st vsak

nulové, ako to vidiet z prvych mocnin matice P:

1/2 0 1/2 0 1/4 0 3/4 0

s_| 0 12 0 12 |0 1/4 0 3/4 -
0o 0 1 0 0 0 1 0
0o 0 0 1 o 0 0 1

Teraz zavedieme pojmy, ktoré budeme potrebovat pri dalSej klasifikacii stavov

Markovych retazcov.
Definicia 2.13 Dobou 1. ndvratu do stavu j nazgvame ndhodny (Markovsky)
cas

7;(1) =inf{n e N; X,, = j}.
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Dobou k-tého navratu do stavu j nazgyvame ndhodny cas

7j(k) =inf{n e Ny n > 7;(k — 1); X, =j}.
Poznamka 2.9 Oznacme si pravdepodobnost toho, Ze 1. navrat do stavu j nastava
po n krokoch ako f;;(n), pravdepodobnost toho, ze sa Markovov refazec vobec

niekedy vrati do stavu j ako f;;. Potom rozdelenie doby 1. navratu definujeme

vztahom
fJJ(n):P(XTL:JaXn—l #]7 7X1 #]‘X():J)a

fii=>_ ).
n=1

Oznacme si dalej ako f; j(n) pravdepodobnost toho, Ze 1. vstup do stavu j nastava

(2.10)

po n krokoch, ak pociato¢ny stav bol i. Potom zrejme

fijn)=P(Xn=70,X01#], ..., X0 #j| Xo=1),

> (2.11
fig =Y fij(n) )
n=1

Definicia 2.14 Stav j sa nazyva trvaly (rekurentny, ndvratny), ok f;; = 1.

Stav j sa nazyva prechodny (transientny, nendvratny), ok f;; < 1.

Definicia 2.15 Trvaly stav j sa nazyva nenulovy, ak strednd doba 1. ndvratu je

konecnd, t.j. plati
[e.e]
= E(r(1) =Y n-fi(n) < co.
n=1
Trvaly stav j je nulovy, ak pj = oco.
Definicia 2.16 Stavy trvalé, nenulové, neperiodické sa nazyvaji ergodické.

Veta 2.6 V homogénnom Markovovom retazci platia nasledujice rekurentné vztahy
n
a) pij(n) = kzl fii(k) - pjj(n —Fk),
b) fij(1) = pi;

fij(n) =3 pik- frjin—=1), n>2.
k#j

Doékaz. Ad a) Podla vety o tplnej pravdepodobnosti a vyuzitim Markovskej vlast-

nosti
pij(n) =P(X,=j| Xo=1i)=

n
=N P(Xi =G Xjo1 #Jy s Xi # | Xo = i)

k=1

P(Xn:]|Xk:],Xk_1§£j, ,Xl #]7)(0:@):

= " fijk) P(Xn=j| X =35)=>_ fij(k) pjj(n—Fk).
k=1 k=1
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Ad b) Zrejme fi,j(l) = P(Xl :j ’ X() = 2) = pi,j(l) = pz’,j-
Pre druhy vztah je dokaz podobny ako v bode a), opit vyuzivame vetu o tplnej

pravdepodobnosti a Markovski vlastnost

fijin) =P(Xn=74, Xn1#J4, ..., X0 #j| Xo=1) =
=Y P(Xy=k|Xo=i) - P(Xn=4J, Xn1 #j, ..., X1 #j | X1 =k, Xo=1i) =
kesS
= > pin() P(Xn=j,Xn1#j, ..., Xa#j| X1 =k) =
kES, ktj
= Z Pik - Jrj(n—1).
keS, ktj
O
Poznamka 2.10 Podla Vety 2.6 pre i = j a |S| = s < oo plati
fii(1) =Dpj;
kES, ktj
resp. L
p27]
£1i() = (0jaPi2s - Pig=1:Digts - Pis) P2 | piiay (2.12)
Pj+1,5
pS,j

kde zapis J P"2 znamena, ze v poévodnej matici P = Dii): .- je vynechany j-ty
p J/i,je8

riadok a j-ty stipec, pri¢om nova matica je umocnené na n — 2.

Priklad 2.7 Markovov retazec je dany stavmi S = {1,2,3,4,5} a maticou pravde-
podobnosti prechodu P. Klasifikujme jeho stavy podla f;j;.

/2 0 1/2 0 0
1/4 1/2 1/4 0 0
P=11/2 0 1/2 0 0
0 0 0 1/2 1/2
/2 0 1/2 0 0

Riesenie. Stavy retazca klasifikujeme podla Definicii 2.14, 2.15 a vyuzitim Vety
2.6. Oznacme si ako 'P maticu, ktort dostaneme z matice P vynechanim ¢-tého

riadku a i-tého stipca. Riadkovy resp. stipcovy vektor pri vipocte fii(n) ziskame
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vynechanim i-tého prvku v i-tom riadku resp. stipci matice P.
Stav j =1

fi1(1) =p11=1/2

== (1

o0 o0
Potom f11 =) fii(n)= > (%)n =1 = stav j je trvaly.
n=1 n=1

Stredna doba 1. navratu je

p1 = anm(n) = Zn (;) =2< o0,
n=1 n=1

teda stav j = 1 je trvaly nenulovy.
Stav j =2
fa2(1) =p22=1/2

bﬂ%=<ll

~.2.0,0)-(0,0,0,00" =0
11000 (0.0.0,0)

f22(n) =0

o0
Potom foo = ) fa2(n) = % < 1= stav j = 2 je prechodny.

n=1

Podobnym vypoctom dostaneme pre stavy j = 3,4, 5 nasledujice vysledky:
Stav j = 3 — je trvaly, nenulovy, u3 =2 < 00, f33(n) = (%)n, n>1.
Stav j = 4 — je prechodny, fi4(1) = %, fra(n)=0,n>2.

Stav j = 5 — je prechodny, f55(n) =0, pre n > 1. O

Teraz v nadviznosti na predchadzajice tivahy o typoch stavov refazcov uve-
dieme 10 tvrdeni, ktoré budu sluzit ako kritéria pre klasifikdciu stavov Markovovho
retazca. Dokazy uvedenych tvrdeni zdujemca néajde napriklad v citovanej literatire
[1], [16] alebo [26].
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Kritéria klasifikicie stavov Markovovych retazcov:
o0 o0

K1 - Stav j je trvaly, ak »_ p;;(n) = oo a prechodny, ak > p;;(n) < co.
n=1 n=1

K2 — Trvaly stav je nenulovy, ak lim p;;(n) > 0, nulovy, ak lim p;;(n) = 0.
n—oo n—oo

K3 — Ak je stav j prechodny, potom lim p;;(n) = 0, t.j. stav j ,vymizne“ pri
n—oo
n — oo (opak neplati).

K4 — Nech stav j je ergodicky, potom plati

. 1 . . 1
i pj;(n) = ;- >0;  lm pi;(n) = g-fij, i #]

K5 — V kone¢nom Markovovom retazci plati

a) nemdzu byt vSetky stavy prechodné,
b) neexistuju stavy trvalé nulové.

K6 — V nerozlozitelnom Markovovom retazci su vSetky stavy rovnakého typu.

K7 — V nerozlozitelnom Markovovom retazci existuje staciondrne rozdelenie préve

vtedy, ak su vSetky stavy trvalé, nenulové.

K8 — V nerozlozitelnom Markovovom retazci s mnozinou stavov S = {0,1,2,...}

su vSetky stavy prechodné, ak systém rovnic
oo
ijE pj,k'xkvj:1727"')
k=1
ma netrividlne, ohranic¢ené rieSenie z intervalu (0, 1).

K9 — Koneény Markovov retazec je rozlozitelny, ak po pripadnej permutacii (preci-

slovani) riadkov a stipcov je matica pravdepodobnosti prechodu tvaru

- (P
= V),
Py Py

pricom P; a P, sa stvorcové matice a P, odpoveda uzavretej podmnozine

stavov.

K10 - Ak ma Markovov retazec absorpény stav j, tak pravdepodobnost absorpcie

tymto stavom dostaneme ako riesSenie stustavy

b=P-b,

kde b je stipcovy vektor pravdepodobnosti absorpcie stavom j, ak poéiatoény

stav bol 4, pricom polozime b; = 1 a b, = 0, ak k je tieZ absorpény stav.

34



2 Markovove retazce

Priklad 2.8 Zistime, ¢i Markovov refazec dany stavmi S = {0,1,2,...} a maticou

pravdepodobnosti prechodu P ma4 stacionarne rozdelenie a klasifikujme jeho stavy

1/2 1/2 0 0 0
5 1/3 0 2/3 0 0
“ 14 0o o0 3/4 0

Riesenie. Markovov retazec je nerozlozitelny, teda vSetky stavy st rovnakého typu

podla K6. Stacionarne rozdelenie najdeme rieSenim stustavy

1 1
7T0:§7T0—|—§7T1+17T2—|—...
1
T = =
1= 570
2 2 1 1
TTo = —T1 = — - —T = — T
2= 3™ =35m0 = 370
! ) =1,2
M= M1 =...= ——T rej=1,2,....
j ]+1 j—1 ]_1_1 0 prej
o0
Podla normovacej podmienky mé platif > m; = 1, ale v naSom pripade je
=0
o0 o0 (o] !
Zoﬂj = ZOJ.%WO = m - ZOJ% # 1 pre vSetky my € (0,1), preto staciondrne
J= J= j=

rozdelenie neexistuje. Teda podla K6 st vsetky stavy bud prechodné, alebo trvalé

o0
’ d . z’ v 7 7 s v ’ 7
nulové. Podla K8 zistime, ¢i st stavy prechodné. Riesenim ststavy x; = kzl Djk Tk,

j=1,2,... dostavame x| = %$2; Ty = %%3,..., Tp_1 = ki-i-lxk pre k=1,2,....

Postupnym dosadzovanim do rekurentného vzorca

kE+1 E+1 kK kE+1
T = L $k_1:T.k—1xk_2:'”: 5

x1 -

Kedze x; — oo pre k — 0o, neexistuje netrividlne ohrani¢ené rieSenie danej stustavy,

teda stavy nie st prechodné. Vsetky stavy st teda trvalé nulové. O

2.4 Markovove refazce s ocenenim prechodu

Uvazujme pripad, kedy kazdej pravdepodobnosti prechodu p; ; v Markovovom
retazci je priradené urcité ocenenie prechodu r; ;, i,j € S, teda matici pravdepodob-
nosti prechodu P = (pi,j)ijes odpoveda matica ocenenia prechodu R= (1i4)ijes-

Ocenenie pritom moze znamenat vynos (zisk), alebo néklady (stratu).
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Veta 2.7 Nech celkovy ocakdvany vynos za n obdobi je

o(n) = (vl(n),vg(n), vs(n))T, s =S|,

kde vi(n) je oéakavany vynos za n obdobi, ak pociatoény stav bol i € S. Polozme
v(0) =0, v(1) = q = (ql,...,qS)T, kde q; = Ejespi,jri,j- Potom pre celkovy
ocakdvany vijnos za n obdobi platia rekureniné vztahy

o(n)=q¢+ P -v(n—-1), (2.13)
n):qi+2p¢7j-vj(n—1),ieS,nGN. (2.14)
jeS
Dokaz. Realizacia (Xog = i,X; = 41, ..., X,y = i,) ddva ocenenie Markovovho
retazca po n krokoch r;; + 74 iy + ...+ 74,4, Pravdepodobnost tejto realizacie
j€ Disiy *Dinyia *+ - - Dip_1,in- Stredny (ofakavany) vynos za n obdobi pri po¢iatoénom
stave i je teda

E E E Tijy + Tigyip + oo F rinflyin)pi:il “DPiyyiz * - Dipayin =

i1 g
= sz i1 74,41 [szl,zg Zp7,2713 et Zpin_l,in] +
in

1

+ mel [Z e Z(m,z‘g o Tin1in ) Piria - 'pz'n,l,z‘n] =
i io in

= Zpi,il Ty + sz‘,il i (n—1) = ¢ + sz',j -vj(n —1).
i1 il

jeSs

Désledok 2.8 Zo vztahu (2.13) dostdvame
n- ~
=> PF.q, neN. (2.15)

Doékaz. Postupnym dosadzovanim vztahu (2.13) dostavame

.we

i(n—1)=¢+P-[g+P-5(n—2)] =
-G+ P? [+ P-5(n—3)
.q+]52.q+]53-[q+15-7§(n—4)] =...

v(n)

I

Q)
+ + +

el

Il
=]
ok

G+ P g+...+P".g=N Pr.g.

I
Q)
_l’_
ek
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Poznamka 2.11 Vzorec (2.15) je vhodny iba pre malé n. Ak je n velké, uréenie
pn je pracne. V pripade, ze Markovov refazec je ergodicky, existuje stacionarne

rozdelenie 7 a pre vypocet v(n) sa pouziva priblizny vzorec

o(n)~(n—D7-g+[[-(P-%)]""-q, (2.16)

kde A~! je inverzna matica k A (pozri [26], s. 62).

Priklad 2.9 Uspesnost vyrobku na trhu modeluje Markovov retazec s ocenenim,

pricom S = {1,2}, kde 1 — znamenda tspesnost, 2 — nedspesnost,

~ 0 2 ~ 10
p= (%% 92} R- °).
03 0,7 10 —20
Uréme celkovy o¢akavany vynos v(n) pre n = 1, n = 2 a priblizne pre n = 20.

2
Riesenie. O¢akdvany vynos za 1 obdobie je § = (q1,q2)T, kde ¢; = Y pij7i;, teda
7j=1

2
= Zpl,ﬂ“l,j =0,8-10+0,2-5=9
j; o(1) =q=(9,-11)".
qs = Zm,jmj =0,3-10+0,7-(-20) = —11
j=1

Vynos za n = 2 obdobia podla vztahu (2.13)

amrero-(2)+ (302 (- (2)

Vymnos za n = 20 obdobi odhadneme, podla vztahu (2.16). Najprv najdeme stacio-

néarne rozdelenie Markovovho retazca riesenim sustavy (2.7):

T = 0,87T1 + 0,37T2
mo = 0,21 + 0,779 = m =06, m=04, 7=(06;04).

mt+me=1

Ozna¢me si A = I — (P — 7) a najdeme inverznt maticu AL,
g_(ro 0,8 0,2 06 04\ (08 02
o 1 0,3 0,7 06 04/)| \03 07)’
1 1 0,7 —02 14 —04
Al = cadjA = — - ’ o) = ’ .
detA "V 05 (-0,3 0,8) (—0,6 1,6)
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Podla (2.16) pre velké n je

T)(n)%(n—l)-%-cj—i—[f—(P_%)}_l.q:

0,6 04 9 14 —04 9 n+16
=(n-1) + = .
0,6 04 —11 —0,6 1,6 —11 n— 24

Pre n = 20 je ©(20) ~ (36, —4)7, t.j. odakévany zisk je 36, ak vyrobok na zaciatku

bol uspesny a ocakavana strata je —4, ak vyrobok na zaciatku bol netspesny. [

2.5 Markovove retazce s diskontovanym ocenenim

Tento model sa pouziva hlavne v suvislosti s investiciami a obnovami. V doésledku
casovej hodnoty penazi treba budtci vynos diskontovat faktorom 3 = %ﬂ., kde 7 je
urokova sadzba. Kedze € (0, 1), hodnota vynosu diskontovanim sa zmensuje.

Veta 2.9 Celkovy ocakavany vynos za n obdobi, diskontovany k pociatoénému oka-

mihu (predlehotne), je dany rekurentnym vztahom
o(n)=q+p-P-v(n—1),

vi(n) =q; + 5 - mevj(n -1), n>1
jes

(2.17)

Dokaz. Uvazujeme analogicky ako pri dokaze Vety 2.7, len vsetky vymnosy diskontu-

jeme predlehotne, t.j. upravujeme vztah

vi(n) = Z Z e Z(?"z‘,il + Blivis + BTigsis + o+ B i 1in)

11 12 in

“PisirPiryiz -+ Pin_1yin = = Zpi,j i+ sz’,j ~vj(n—1).
j j
O
Désledok 2.10 Zo vztahu (2.17) vyplgva
n—1
o(n) =Y p* PF.q. (2.18)
k=0

Dokaz. Analogicky ako dokaz Dosledku 2.8, postupnym dosadzovanim vztahu (2.17):
o(n) =q+8-P-o(n—1)=q+8-P-[g+5-P-o(n—2)] =
=..=q+B-P-q+p2 P> g+ -+ PG
O

Poznamka 2.12 Ak sa v Markovovom refazci ocenenie ustaluje (stabilizuje), exis-

tuje limitnd hodnota v = lim ©(n), ktort dostaneme rieSenim ststavy
n—o0

t=q+p-P-v. (2.19)
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Priklad 2.10 N4jdime limitny ocakavany vynos v stabilizovanom procese, pre ktory

- 1/2 1/2 ~ 9 3

P = / / y R= ) 6 = %

2/5 3/5 3 -7

2 2

Riesenie. q1 = Y p1,jr1,; =6, @2 =
1

p2,jr2,; = —3,
J= 1

J]=

2
1/1 1
UlZQ1+5ZP1,jUj=6+§ <2v1+202>,
=1

2 1/2 3
UQZQ2+BZP2,jUj:—3+§ <5vl—|—5v2> .
j=1

. o 7@ 7_@ 7 — @_QT
Odtial v; = 5§, v2 = — 13, teda = (45, —13) " - -

2.6 Riadenie Markovovych retazcov s ocenenim

Uvazujme Markovov refazec, v ktorom pravdepodobnosti prechodu resp. ocene-
nia nie s jednoznac¢ne dané, ale v kazdom kroku mozno rozhodntf medzi niekolkymi
alternativami p; ; resp. r; ;. V takom pripade hovorime o Markovouvych rozhodova-

cich procesoch alebo o riadeni Markovovych retazcov.

Predpoklady:
1. Je dana mnozina vSetkych alternativ (rozhodnuti) Z.

2. Pre vSetky rozhodnutia z € Z poznadme odpovedajtce pravdepodobnosti *p; ;

a ocenenia “r; ;.

Ulohou je najst takt postupnost rozhodnuti {Z(n)},en, pre ktort bude stredné
hodnota celkového ocakidvaného vynosu maximalna. Kritériom optimality je maxi-

mum v;(n), takze podla vzfahu (2.14) pozadujeme
optwvi(n) = v;(n) = max< “q; + Z “pijvj(n—1) . (2.20)
z€Z o
j

RieSenim je postupnost optimalnych rozhodnuti, ktortt ndjdeme metédou iteracii.
Najcastejsie sa pouziva Howardov iteracény postup pre ergodické retazce, ktory spo-

¢iva v nasledujicich dvoch krokoch (pozri [14]):
1. faza urcovania hodnot *¢;, z € Z, i € S a stratégie z(1),

2. faza postupného zlepSovania stratégie z(n) s rasticim n.
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Ad 1). Prva faza vychadza zo vztahu 0;(1) = anEaZx{zqi}, iesS.

Ad 2). Postupné zlepSovanie znamené opakovanie jednotlivych cyklov pre n > 2,
pricom v dalSom kroku vychadzame z optimélnej stratégie predchadzajiceho kroku
podla vztahu (2.20). Itera¢ény postup konéi, akonahle riesenia dvoch po sebe iducich

iterdcii st rovnaké, t. j. Z(n + 1) = z(n).

Vlastnosti Howardovho iteraéného postupu:

1. kazdé dalsie rieSenie, ktoré sa naslo ako vysledok itera¢ného cyklu, zabezpecuje

aspon takt hodnotu oc¢akévaného vynosu ako predchadzajuci cyklus,
2. itera¢ny postup koné¢i po koneénom (nie velkom) poéte krokov.

Priklad 2.11 Urd¢ité zariadenie moze byt v dvoch stavoch: 1 — bezporuchovéa pre-
véadzka, 2 — prevadzka s poruchami. Nech na zaciatku kazdej zmeny (kroku) vieme,
v akom stave zariadenie je a nech mozno rozhodntt vzdy medzi dvoma alternativami
takto:

a) ak je zariadenie v stave 1, potom rozhodnutie je:
1... nerob ni¢ (pasivna stratégia),

2... vykonaj udrzbu (aktivna stratégia),

b) ak je zariadenie v stave 2, alternativy st:
1... nerob ni¢ (pasivna stratégia),

2... vykonaj opravu (aktivna stratégia).

Néajdime optimélne riadenie odpovedajiceho Markovovho retazca, ak uvedené al-

ternativy sa lisia hodnotami p; j, 75, 4, j € {1,2} podla nasledujtcej tabulky.

‘ Stav i ‘ Alternativa z | *pi1 | “pi2 ‘ rin ‘ *rio ‘
- 1 03 | 07 | 10 5
1=

2 0,65 0,35 7 -1
, 1 02 | 08 | 5 1
=2

2 0,9 0,1 3 -20

Riesenie. Podla Howardovho itera¢ného postupu realizujeme postupne

1. krok: Urcime vSetky alternativy vynosu a optimalne riadenie (za 1. krok).

2

1 1 1

=S "p1,lr,;=03-10+07-5=65 |
JZ:; T o1(1) = max{'q,"q:1 } = 6,5

2 (1)=1
2(]1 = Z 2p17j2r1,j = 0,65 . 7 _ 0735 — 4’2 21 — ,
Jj=1
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2
1 1 1
q2 = E p2jre; =02-5+08-1=18 .
=1 T 0a(1) = IZnEaZ><{1Q2,2<J2} =1,8

2
2(]2 = 22p2,j27ﬂ2,j =0,9-3+0,1(—20) = 0,7 z9(1)=1.
7=1

Optimélna stratégia po 1. kroku je teda z(1) = (1,1).
2. krok: Podla vztahu (2.20) pre n = 2 ma platit

2

01(2) = z z D1 —

01(2) max qﬁz; p1,j - 05(1)
]:

=max{6,5+0,3-6,5+0,7-1,8; 4,2+40,65-6,5+0,35-1,8} =
=max{9,71; 9,055} = 9,71 = 2(2) = 1,
2
02(2) = ma e+ 3 g 850 =
=

=max{1,8+0,2-6,5+0,8-1,8; 0,7+0,9-6,5+0,1-1,8} =
max{4,54; 6,73} = 6,73 = 2(2) = 2.

Optimalna stratégia po 2. kroku je z(2) = (1,2).

3. krok: Podobne ako v 2. kroku zo vztahu (2.20) pre n = 3

91(3) = max{14,124; 12,867} = 14,124 = 2(3) = 1,

92(3) = max{9,126; 10,112} = 10,112 = z(3) = 2.
Optimélna stratégia po 3. kroku je z(3) = (1,2)” = 2(2), itera¢ny postup kondi.
Optimalne riadenie pre n > 2 je: z(n) = (1,2)7, teda ak je zariadenie na zaciatku
v stave 1, zvolime si pasivnu alternativu, ak na zaciatku bolo zariadenie v stave 2,

zvolime aktivnu stratégiu. O

2.7 Cvicenia

2.1 Nech Y, £ = 1,2,... st celociselné, nezavislé nadhodné veli¢iny. Nech
n
Xn = >, Y, Xo =0, n € N. Dokézte, ze {X,, n € N} tvori Markovov re-
k=1
tazec.

2.2 Uvazujte symetrickti nahodnt prechadzku s diskrétnym ¢asom, teda Markovov
retazec {X,,n € Ny}, pre ktory
1
P(XnH:k:Jrl\Xn:k:):P(XnH:k:—l|Xn:k:):§.
Ukazte, ze ndhodny proces {M,,n € Ny}, kde M, = max{Xo, X1,...,Xp}

nemé Markovskt vlastnost.
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2.3

Hraci A, B hraji opakovane hazardni hru, ktord moze skoncif len vyhrou
jedného z nich (remiza je vylucend). V hre je kapitdl K jednotiek, pricom na
zaCiatku mal hrac¢ A kapital a, hra¢ B kapital b. Ak vyhra A, ziska od B jednu
jednotku kapitalu, ak prehrd, jednu jednotku kapitalu strati (ziska ju B). Hraci
hraju tak dlho, kym jeden z nich zbankrotuje. Pravdepodobnost vyhry hracov
A resp. B je p resp. ¢ v kazdom kroku, vysledky pri opakovani st nezévislé.
Nech X,, oznacuje kapital, ktory vlastni hra¢ A po n-tom kroku. Uréte maticu

pravdepodobnosti prechodu.

2.4 Uvazujte 2 urny A, B pricom kazd4a obsahuje na zaciatku N guli¢iek. Pri kazdom

2.5

pokuse (kroku) sa ndhodne vyberie z niektorej urny gulicka a prelozi sa do
druhej. Nech X, je pocCet guli¢iek v urne A po n krokoch. Najdite pociatocné

rozdelenie a maticu pravdepodobnosti prechodu.

~ 1—a a
Dokazte, ze vsetky dvojne stochastické matice P = ( . ), kde
a —a

a € (0,1), maju identické stacionarne rozdelenie.

2.6 Zistite, ¢i je Markovov refazec rozlozitelny a regularny. Urcte 7, ak existuje.

1/3 1/3 1/3 0

0 1/2 1/2
a)P=|12 0o 12|, b P= 1/?1 1/121 0 0
1/2 1/2 0 1/4 1/4 0 1/2

0 1/2 0 1/2

2.7 Dvaja Sachisti A, B hraju spolu turnaj. Hra¢ A vyhrd kazda partiu s pravde-

podobnostou p nezavisle na uspesnosti predchédzajucich partii, prehra s prav-
depodobnostou ¢ a remizuje s pravdepodobnostou r = 1 — p — ¢q. Hra¢ B vyhra
partiu s pravdepodobnostou p + &, p — € resp. p v zavislosti od toho, ¢i v pred-

chadzajtcej partii vyhral, prehral resp. remizoval. Analogicky prehra s prav-

.....

z dlhodobého hladiska?

2.8 Klasifikujte stavy Markovovho refazca s maticou pravdepodobnosti prechodu

0 0 01 1/2 1/2% 1/23
~ 0 0 1 ~ 1 0 0
a) P = 0 , b) P =
1/2 1/2 0 0 1 0 0
0 0 1 0

2.9 Nech mnozina stavov Markovovho retazca je S = {1,2,3,4,5}. Najdite vSetky

uzavreté podmnoziny mnoziny stavov, ak prvky matice pravdepodobnosti pre-
chodov stt: p11 = P12 = P32 = 5, P34 = P35 = Pas = 5, P43 = 5, P21 = P55 =
1, pi,; = 0 inak. N4jdite pravdepodobnosti absorpcie absorpénym stavom pri
Xy =3.
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2.10 Uvazujte subor aut poistenych v urcitom roku. Predpokladajte tri mozné
stavy: 1 — auto je v prevadzke, 2 — auto je v oprave, 3 — auto je vyradené.
Dokazte, ze MR je rozlozitelny a ergodicky. Urcte P(Xp =1, X; = 2, Xy = 3)
a p(2), ak p(0) = (1/3,1/3,1/3). Stanovte pravdepodobnost absorpcie stavom
3, ak matica pravdepodobnosti prechodu je

0,9 0,1 0
P=108 0,1 0,1
0 0 1

2.11 Dvaja hraci A, B dali dohromady do hry 5 eur. Hra¢ A hadZze mincou. Ak
padne rub (pravdepodobnost 1/2) vyhrava 1 euro, ak padne lice prehréva 1
euro. Ak4 je pravdepodobnost toho, ze hraé A prehra vsetko, ak mé v danom

okamihu 3 eura?

2.12 Student univerzity pocas $tudia tispesne ukonéi ro¢nik a posttpi do dalsieho
ro¢nika s pravdepodobnostou p, opakuje roénik s pravdepodobnostou r a za-
necha stadium s pravdepodobnostou g (p + ¢ + r = 1). Predpokladajte, ze
pravdepodobnosti p, ¢, r st konstantné. Vysledky $tudia potom mozno popisat
Markovovym retazcom s mnozinou stavov ¢ - Stidium v ¢—tom roc¢niku pre
1=1,2,...,5; 6 - Gspesné ukoncenie studia, 7 - zanechanie Studia.
Nacrtnite diagram prechodu MR, najdite maticu pravdepodobnosti prechodu
P a uréte pravdepodobnost, ze Student tspesne ukondi $tidium, ak je momen-

talne v prvom rocniku.

2.13 Pre homogénny Markovov refazec je S = {0,1,2,3,4} a pravdepodobnosti
prechodu st: pp4 = 1, pre stav ¢ > 0 st mozné prechody iba do stavov j =
0,...,7—1 a to s rovnakou pravdepodobnostou. Najdite stacionarne rozdelenie
(ak existuje) a klasifikujte stavy MR. Vypocitajte P(X; =2, X2 = 0, X3 = 4)

a urcte p(2) pri pociatoénom stave 3.

2.14 Markovov refazec je dany nasledovne: S = {0,1,2,...}, pii+1 = p, pre
i=0,1,2,..., poo = pii—1 =¢, pre i = 1,2,3,..., pricom ¢ = 1-p, p € (0,1).
Inak p; ; = 0. Rozhodnite, ¢i je Markovov refazec rozlozitelny a periodicky.
Dokéazte, ze staciondrne rozdelenie existuje len pre pripad p < ¢ a ze je to

geometrické rozdelenie. Nakreslite diagram prechodu Markovovho refazca.

2.15 Markovov refazec so stavmi S = {0,1,...,5} ma pravdepodobnosti prechodu
P00 = P55 = 1, pjjr1 = 2/3, pjj-1 = 1/3, pj; =0, pre j = 1,2,...,4. Urcte
pravdepodobnost absorpcie stavom j = 0. Klasifikujte stavy j = 0a 7 = 1

podla f;; a urcte p;, ak existuje.
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2.16 Uvazujte postupnost nezéavislych hodov hracou kockou. Nech X,, znamen&
maximalny pocet bodiek dosiahnutych do n-tého hodu. Potom zrejme {X,,} je
homogénny MR s mnozinou stavov S = {1,...,6}. Najdite maticu prechodu

po n krokoch a klasifikujte stavy refazca podla kritérii K1 a K2.

2.17 Nahodna prechadzka na priamke: Predpokladajte, ze Castica na priamke sa
moze premiestiiovat v kazdom kroku o jednotkovt dizku, pricom kazdé pre-
miestnenie sa uskutocnuje s pravdepodobnostou 0 < p < 1 vpravo a s prav-
depodobnostou ¢ = 1 — p vlavo. Stavom systému v ¢ase n sa rozumie poloha

Castice po n-tom premiestneni. Klasifikujte stavy takého retazca.

2.18 Homogénny Markovov refazec s ocenenim prechodu je dany maticami ]5, R:

§:<3/4 1/4)7 §:<10 —5)_
0 1 0 -5

Uréte ocakavané vynosy ¢, v(2), v(n) a celkovy o¢akavany vynos v stabilizova-

nom procese, ak uvazime diskontny faktor 5 = 0, 2.

2.19 Letecké spolo¢nost pri zavadzani novych liniek sleduje tyzdenne ich vyfaze-
nost. Oznacte: stav 1- dostatoéné vytazenost linky, stav 2 — nedostato¢né. Pri
najjednoduchsom modeli riadenia sa vedenie rozhoduje medzi 2 alternativami:
1 — prevadzkovat linku bez zmien, 2 — pontknut viac lacnych leteniek. Najdite

optimalne riadenie po n krokoch, ak pravdepodobnosti a ocenenia prechodu su:

‘ Stav % ‘ Alternativa z | *pi1 | “pie2 ‘ rin ‘ 1o ‘
) 1 0,6 0,4 80 70
Z:

2 0,8 0,2 50 50
9 1 0,4 0,6 30 -43
—

2 0,7 0,3 20 -12

2.20 Vyrobca pravidelne sleduje, ¢i je jeho vyrobok uspesny (1) alebo nie je (2).
V oboch pripadoch sa méZe rozhodnit pre jednu z dvoch alternativ: 1 — po-
kracovat vo vyrobe bez zmeny, 2 — vynalozif prostriedky na reklamu. N&jdite
optimélne riadenie MR a celkovy ocakavany vynos v stabilizovanom procese

pre prvu alternativu, ak uvazujeme diskontny faktor 0,5.

‘ Stav 7 ‘ Alternativa z | “pi1 | “pi2 ‘ “ria ‘ “ri ‘
1 1 0,5 0,5 9 3
1 =
2 08 | 0,2 4 4
- 1 04 | 06 | 3 -7
1 =
2 0,7 0,3 1 -19
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3 Specialne retazce so spojitym ¢asom

Kapitola 3

Specialne retazce so spojitym

casom

3.1 Markovove retazce so spojitym ¢asom

Definicia 3.1 Ndhodny proces {Xy, t € T}, pre ktory S = {0,1,2,...},
T = (0,0), sa nazjva Markovov refazec so spojitym casom, ak spliia Markov-
ski vlastnost, t.j. pre vietky 0 <t <to < ... <ty < s <t alubovolnéiy,ia,..., i,
1,5 € S plati

PXiy=j| Xy =01, X, =142, ..., Xy, =in, Xs=10)=P(Xy =7 | Xs=1).

Pravdepodobnost P(X; = j | X5 = i) = pi;(s,t) sa nazyva pravdepodobnost

prechodu zo stavu i v ¢ase s do stavu j v case t.

Poznamka 3.1 Markovov refazec so spojitym ¢asom sa vo vSeobecnosti nezadéva
maticou pravdepodobnosti prechodu ako to bolo pri Markovovom refazci s dis-
krétnym casom, ale maticou intenzit prechodu, ktoré vyjadruji elementarne zmeny

pravdepodobnosti prechodu.

Definicia 3.2 Matica Q(t) = (qi;(t))ijes, pre ktord plati q; ;(t) = hhr(l]l Pij( (’;;Hh)}
—U+
DL i (1) = — L 1ZPasGtth) () — . L .
i # j;q;(t) = — lim - , > 4ij(t) = 0, sa nazyva matica intenzity
h—0+ vjies

prechodu. Velicina q; ;(t), i # j sa nazyva intenzita prechodu zo stavu i do stavu
J v case t; qj(t) = —q;;(t) sa nazyva intenzita zotrvania v stave j (intenzita

vystupu) v case t.

Poznamka 3.2 Matica intenzity prechodu na rozdiel od matice pravdepodobnosti

prechodu nie je stochasticka, lebo stic¢et prvkov v riadkoch je 0, nie 1.
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3 Specialne retazce so spojitym ¢asom

Poznamka 3.3 Dynamiku vyvoja Markovovho refazca so spojitym ¢asom popisuji
diferencidlne rovnice, ktoré odvodil A. N. Kolmogorov. Budeme rozlisovat prospek-

tivne a retrospektivne Kolmogorovove diferencialne rovnice (KDR).
Veta 3.1 (prospektivne KDR) Nech platia nasledujice predpoklady:

1. pij(s,t) su spojitymi funkciami casu s, t a existuju limity

lim —=——— = ¢; (1), .4 , 1
i z gij(t), i#j, i,jE€S (3.1)
. 1—pi,i(t,t—|—h) . .
hlg&_ A =q(t), 1€8, (3.2)
2.
D aii(t) = —aii(t) = qit) < oo (3.3)
JjES
i

Potom p; 1.(s,t) pre 0 < s < t, i,k € S vyhovuje sustave prospektivnych Kolmogo-
rovovych diferencidlnych rovnic (KDR):

0

g Pik(5:1) = —pig(s,t) - ai(t) + > pig(st) - qin(t)
pors

0, ak k # i,

p’i,k(sas) -
1, akk=1.

Dokaz. Podla Chapman—Kolmogorovovych rovnic pre 0 < s <t <t+h

pi,k(87 t+ h) = Zpi,j(sa t) : p],k(t7 t+ h‘) .
JjES
Po odpoéitani p; x(s,t) od obidvoch stran rovnice a predeleni hodnotou h > 0

dostavame pre h — 04

Pink(s,t+h) = pir(s,t) = —pip(s,t) - (1= pri(t,t+ 1)) + > pij(s,)pju(t,t+ h),

J#k
. Pik(s,t+h) —pik(s,t) . L—ppi(t,t+h)
1 . 7 = —p; t) 1 ’
w3, h pirls 1) iy =5+
.p "k(t, t+h)
-ty BEEED
J7#k
Podla predpokladov vety uvedené limity existuja, teda podla (3.1) a (3.2) plati
8pi,k(87 t)

5 = Pik(s:t) - a(t) + Zpi,j(svt) “qjk(t) -
J#k
Jednoznacnost rieSenia zarucuji pociatoéné podmienky p;;(0) = 1, p; 1 (0) = 0 pre

k£ i. O
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3 Specialne retazce so spojitym ¢asom

Veta 3.2 (retrospektivne KDR) Nech platia nasledujice predpoklady:

1. pij(s,t) su spojitymi funkciami casu s, t a existuju limity

. Dij(s—h,s) L
lim 22\ — ™) o
hi)%l+ h QZ,J(S)v .7 7£ Za Zv] 6 Sa
. 1—pii(s—h,s) .
1 : — g
T a(s) i€,
2.
Y " 4ij(s) = —gii(s) = qi(s) < 0.
jes
JFi

Potom pravdepodobnosti prechodu p; ;(s,t) splniaji sistavu retrospektivnych Kolmo-

gorovovych diferencialnych rovnic

0
%pi,k(svt) Q( pzk S, t ZQZ,] pgk S t)
J#i
) (3.5)
0, aki# k,

pz,k(tvt) =
1, aki=k.

Dokaz. Je analogicky dokazu Vety 3.1, len tu upravujeme p; j(s — h,t) pre 0 <
s—h<s<t. O

Poznamka 3.4 Prospektivne KDR nazyvame aj rovnice ,vpred, retrospektivne

ako rovnice ,nazad“ alebo inverzné KDR.

Poznamka 3.5 Maticovy tvar KDR je

%P(s t)=P(s,t)-Q(t); P(s,s)=1 e pre prospektivne KDR,
9 _ _ _ -
95 P(s,t) = —Q(s)- P(s,t); P(t,t)=1 e pre retrospektivne KDR.

Poznamka 3.6 Ak je Markovov retazec homogénny, t.j. p; j(s,s +t) = p;;(t) ne-
zévisi na s, intenzita prechodu je konstantna vzhladom na cas ¢; j(s) = gij, s > 0
a v KDR méme obycajnt derivaciu oznacenu ¢iarkou

P(t)=P(t)-Q, PO)=1. (3.6)

Pre absoltutne pravdepodobnosti KDR maja tvar
pt)=p(t) Q. (3.7)

Poznamka 3.7 Ak je Markovov retazec stabilizovany (ergodicky), t.j. existuje sta-

cionarne rozdelenie tlim pij(t) =7j, j € S, potom KDR prejda v ststavu linearnych
— 00

algebraickych rovnic pre absolitne pravdepodobnosti

0=7-Q. (3.8)
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3 Specialne retazce so spojitym ¢asom

Priklad 3.1 Uvazujme dodavku elektrického pridu. Nech N zvaracov odobera elek-
trinu v ndhodnych intervaloch. Zvarac, ktory v ¢ase ¢ > 0 neodobera prud zacne
odber v intervale (¢,t 4+ h) s pravdepodobnostou A\h + o(h). Zvara¢, ktory v ¢ase t
zvara, skon¢i odber v intervale (¢,t + h) s pravdepodobnostou ph + o(h). Zvaraci
pracuju nezavisle. Uréme absolutne pravdepodobnosti stavov v stabilizovanom sys-
téme a odpovedajici typ rozdelenia, ak X; znamena pocet zvaracov odoberajucich

prud v Case t.

Riesenie. Ak v ¢ase t odobera prud j zvaracov, tak pocas intervalu (¢,¢+ h) sa ich
pocet zvysi o 1 s pravdepodobnostou pj ji1(h) = (N — j)Ah + o(h), znizi sa o 1
s pravdepodobnostou p;j_1(h) = juh + o(h) a nezmeni sa s pravdepodobnostou
pjj(h) =1—(N —j)A\h—juh+o(h). Systém {X;, t > 0}, kde X, je pocet zvaracov,
ktori odoberaja prud v ¢ase t, predstavuje Markovov retazec so spojitym casom

a s maticou intenzity prechodu

—NA NA 0

w o —[(N=DA+p] ... 0 0
~ 0 20 0 0
Q= .

0 0 cer —[AH(N = 1)y A

0 0 Nu —Nu

Kolmogorovove diferencidlne rovnice pre stabilizovany systém st 0 = 7 - Q, teda

0= —NAmg + pmy,
0=[N—-(G—D]Mj1 = [(N=)A+julm+ G+ Dpmjp, 1<j<N-—1,
0=Arny_1— Nunn.

Ak oznacime K; = jum; — [N —(j— 1)])\7Tj_1, pre 1 < 5 < N, mozno rovnice

prepisat do tvaru
Ki=0;, Kj=Kj1,prel<j<N-1; Ky=0,
teda dostavame K1 = Ko = --- = Ky = 0 a odtial rekurentny vztah
mj =[N —=(j = D] mj_1/jpu, pre 1 <j < N.

, , k oy .
Postupnym dosadzovanim dostaneme 7, = (]Z ) (%) g, pricom z normovacej pod-

mienky vyplyva

OO -t
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3 Specialne retazce so spojitym ¢asom

Rozdelenie je binomické s parametrami N, A\/(A+ p), pretoze pravdepodobnosti st

()65 Q) 65

k=0,1,2,...,N. O

3.2 Poissonov proces

Poissonov proces je Specidlnym pripadom Markovovho retazca so spojitym ca-
som, ktory je homogénny a ordindrny proces s nezdvislymi prirastkami v zmysle
odseku 1.3.

Definicia 3.3 Homogénny Markovov retazec so spojitym c¢asom {Ng, t > 0}, v kto-
rom pravdepodobnosti prechodu si dané prei,j € S =40,1,2,...} apreh > 0,h —
04 vztahmi
pii+1(h) = Ah +o(h),
pii(h) =1—Ah+o(h), (3.9)
pij(h) =o(h), prej<i a j>i+1,
sa nazyva Poissonov proces s konstantnou intenzitou A > 0.

O(f?) = 0, pre intenzity

Poznamka 3.8 Podla vztahov (3.9) a pri platnosti hlirg
—U+

prechodu v Poissonovom procese plati

. piit1(h) . Ah+o(h)
i = lim 2 iy 22Ty
it hg& h hg& h
. 1=pii(h) 1—(1—Ah+o(h))
Gi= 0= . h (3.10)
o pig(h) o o(h) L,
s = g P = oy S0 =0 e i1
Matica intenzity prechodu je teda
Gt = A -2 A 0 00
B N 0 -A XA 00 .

¢G;=0, j#i,i+1

Veta 3.3 Nech {N;, t > 0} je Poissonov proces s konstantnou intenzitou A > 0.
Potom Ny ~ Py(At), teda plati

ARy
(t) = PN = k) = b ™, k=0,1,2,.... (3.12)
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3 Specialne retazce so spojitym ¢asom

Dokaz. Absoliutne pravdepodobnosti pg(t), t > 0, k = 0,1,2,..., ndjdeme rieSenim
sistavy KDR ~ p/(t) = p(t) - Q  vyuzitim (3.11)

po(t) + Apo(t) =0, pri po(0) =1,
P() + Apk(t) = Apr—1(t);  pripe(0) =0,k =1,2,....

Kedze ide o rekurentné rovnice, riesime (3.13) postupne.

(3.13)

Pre k =0 je KDR bez pravej strany a plati
dpo(t) dpo(t)
'(t) = ==\ t:>/ ——/)\dt:>
Inpy(t) = —M+1Incg = po(t) =co-e"

At

Konstantu ¢p ur¢ime z podmienky po(0) = ¢p = 1. Teda rieSenim (3.13) pre k = 0
je po(t) = e .

Pre k =1 ide o KDR s pravou stranou, ktord rieSime metédou variacie konstant.
Vseobecné riesenie (3.13) pre k = 1 bez pravej strany je z1(t) = cie~*. Pri hladani
vieobecného riefenia (3.13) s pravou stranou predpokladéme, 7e p1 (t) = c1(t) -e .

Pre derivaciu rieSenia plati
PLt) = c\(t) - e M — e (t) - e .

Dosadenim p1(t) a p)(t) do (3.13) dostavame ¢} (t) = A, resp. po zintegrovani ¢ (t) =

At + k1. Konstantu & uréime z podmienky p;(0) = k; = 0, teda rieSenie (3.13) pre

k=1jepi(t) = M-e .

Pre k = 2 podobnym postupom dostavame rieSenie (3.13) v tvare pa(t) =
t

Vseobecne, pre lubovolné k = 0,1,2,..., plati px(t) = (/\k!)k e M, O

Veta 3.4 Nech {N;, t > 0} je Poissonov proces s konstantnou intenzitou A, popi-
suguci tok nejakych udalosti. Potom doba medzi dvoma nasledujicimi udalostami,

aj doba ¢akania na najblizsiv udalost maji exponencidlne rozdelenie s parametrom

1/A.

Dokaz. Oznacme si ako tj okamih k-tej udalosti, ako 73, dobu medzi (k — 1)-vou

a k-tou udalostou, nech 7, = t1, ako je zndzornené na obr. 3.1.

Obr. 3.1

Pre rozdelenie doby ¢akania na 1. udalost 71 plati

F.t)=P(n<t)=1—-P(n>t)=1—-P(N;=0)=1—po().
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3 Specialne retazce so spojitym ¢asom

Po dosadeni za py(t) podla vztahu (3.12)
Fot)=1—e™Ma 1 ~Ex(1/)).

Pre dobu medzi dvoma udalostami 7, resp. pre dobu ¢akania na najblizsiu udalost

7 € (0, 7;) podla oznacenia na obr. 3.2 plati

U
__A-_
| 1 N
¢ N A Jt
k1 hd / YT k
S T
Obr. 3.2
Pr<z)=1-Plr>xz)=1—-P(ry,>s+x |1, >s)=
P(Nyio = 0,N, = 0)
=1—P(Ns3z=0|Nyg=0)=1-— =
( stz ’ s ) P(Ns — 0)
:1_M:1_w:1_6—>@’
P(Ns=0) e=As
¢o znamena, ze doba ¢akania 7 ma rozdelenie Ex(1/)\). O

3.3 Proces vzniku (rastu populacie)

Tento proces je zovSeobecnenim Poissonovho procesu v tom zmysle, ze priptas-

tame zavislost intenzity prechodu na stave, v ktorom sa proces nachédza, t.j. plati

- Ao 0 0

Qiit1 = i s

! _ 0 A A 0
Qi,i = _AZ ) Q - 0 0 _)\2 )\2
qu =0 inak, . . .

Sustava KDR pre absolutne pravdepodobnosti je
Po(t) = —Aopo(t),
Pr(t) = = Akpi(t) + Me—1pr-1(t) .-

Pri zaciato¢nej podmienke py(0) = 1, px(0) = 0 pre k£ > 1, postupnym rieSenim

(3.14)

metédami pouzitymi pri ddokaze Vety 3.3 dostavame

pO(t) = ¢! )
_ A —Xot —At) _ —Hot —Mt
pit) = _)\()i),\1 (e T ) = o [fo—)q T fer} ’

e— Mt e—Xat

e—Xot
pa(t) = Ao [(AO*M)(AO*M) T oot T (/\Q*AO)(AT/\I)} ’
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Vseobecne pre k > 1

e—>\jt

k
[T =)
=0

i#]

k
pe(t) = (=% XoAr. . A1 Y (3.15)
=0

Poznamka 3.9 V pripade, Ze zavislost intenzity na stave je linedrna, teda A; = -\,
pre i = 1,2, ..., hovorime, Ze ide o linedrny proces rastu alebo Yuleov proces.
Ak pocdiatoénad podmienka pre KDR v (3.14) je p1(0) = 1, potom riesenie (3.14)

reprezentuje geometrické rozdelenie s parametrom e, teda
prt) =e M (- k=12 (3.16)
Ak podiatoénéd podmienka je p;(0) = 1, ¢ > 1, tak rieSenie KDR je tvaru
pe(t) = (Z: 1) (M) (1= k=iji+1,i+2,.... (3.17)
3.4 Proces zaniku (vymretia populacie)

Proces zaniku je homogénny Markovov refazec so spojitym c¢asom, v ktorom
intenzita prechodu je zavisld na stave j a prechod je mozny iba do najblizsieho

nizsieho stavu. Predpokladame, ze py(0) =1 a pre j = 1,2,..., N plati

0 0 0 0 ... 0 0
9j.5—1 = Hj > g —p1 0 0 0 0
Qi = —1i Q=0 w2 —p 0 ... 0 0
¢jx = 0 inak, : . . . : :

0 0 0 0 UN —HN

Stustava KDR pre absolutne pravdepodobnosti je

(t) = papi(t)

(t) = _,ukpk(t) + Mk+1pk+l(t)7 k=1,2,...,N—1, (318)
Pv(t) = —unpN(t).

S~

b

~~

p

Riesenie (3.18) pri pociatocnej podmienke py(0) = 1, pi(0) = 0 pre k < N

dostavame postupne (od konca)

pn(t) = e MVt

N
pe(t) = ()N Fuypn- . --Mk+1z
=k

e_ﬂjt
(3.19)

—=

(Mj — i)

..

Sl
<l
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Poznamka 3.10 V pripade, Ze intenzita prechodu je linedrne zévisla na stave j,
v ktorom sa proces nachadza, teda p; = j-pu, tak ide o linedrny proces zaniku. Vtedy
rieSenie KDR (3.18) pri pociato¢nej podmienke py(0) = 1 reprezentuje binomické

rozdelenie s parametrami N, e, teda je tvaru

pelt) = <]]:r) (e (1—e )V k=0,1,...,N. (3.20)

3.5 Proces vzniku a zaniku

Tento Markovov retazec je kombindciou predchadzajicich dvoch procesov. In-
tenzita prechodu zavisi od stavu, v ktorom sa proces nachadza a prechod je mozny
do najblizsieho vyssieho, aj nizSieho stavu. Pri pociato¢nej podmienke p;(0) = 1,

p;(0) =0 pre j # i dostavame

Qj,j+1 = )\j ) _)\0 >\0 0 0
Q-1 = My, 5= m =+ ) M\ 0
g5 = =\ + 1), 0

gk =0prek #j,j£1,

Sustava KDR pre absolitne pravdepodobnosti je

Po(t) = —Aopo(t) + pipi(t)

(3.21)
Pi(t) = =Mk 4 pr)pr(t) + Me—1pr—1(t) + prrsapeya (t), k=1,2,... .

Riesenie ststavy (3.21) je dost komplikované, pretoze vSetky rovnice st s pravou
stranou. Namiesto metddy postupného rieSenia sa dé pouzif metéda vytvarajicich
funkecii (blizsie pozri [26]).

Poznamka 3.11 V pripade, ze zavislost intenzit na stave je linedrna, teda \; = i- ),
Wi = i-p, ide o linedrny proces vzniku a zdniku. Vtedy rieSenie KDR (3.21) pri
pociatocnej podmienke p1(0) = 1, px(0) = 0 pre k # 1 je tvaru

a) v pripade A =

(t) = L
boltl) = Y

()\t)k—l (3-22)
pr(t) = W, pre k>1,
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b) v pripade A # p:

po(t) = pA(l),
pr(t) = (1= MAD)(1 - pAWD)AAM), pre k> 1,
1 — eA—n)t

(3.23)

3.6 Stabilizovany proces vzniku a zaniku

Presné, ale obtiazne riesenie KDR pre vSeobecny proces vzniku a zaniku
potrebujeme iba vtedy, ak nas zaujima dynamika modelovaného systému v kratkom
¢asovom horizonte (prechodné riesenie). Ak sa kladie doraz na dlhodobé fungovanie
systému, staci poznat stacionarne rieSenie (ak existuje). Vtedy tlgglo pij(t) = 7}, teda
derivacia na lavej strane (3.21) bude nulova. Takto dostaneme systém homogénnych

algebraickych rovnic

0= —Xomo + p171,

(3.24)
0= —(Mp + pp)m + M1 o1 + e o1, kK=1,2,...,
ktory rieSime postupne
Ao
™ = —To,
21
1 AoA1
T = —[(A1 4 )™ — Aomo] = o,
K2 M2
AOAT v Ap >
Tl = Mﬂo, pricom ij =1.
HLp2 - - g —
7=0
7 normovacej podmienky dostaneme
- -1
AOAL - A
mo= |1+ oA (3.25)

= M2 - - -

3.7 Cvicenia

3.1 Geiger—Miillerov pocitac¢ slizi na registraciu castic, ktoré dopadaja na pocitadlo
s intenzitou A. Pocita¢ isttt dobu po registracii ¢astice nie je citlivy na dopad
dalsej castice. Urcte druh stochastického procesu {X;, ¢ > 0}, ktory udava
pocet Castic registrovanych Geiger—Miillerovym pocitacom za cas t. Aka je

strednd hodnota poctu zaregistrovanych castic za ¢asovu jednotku?
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3.2 Urcte hodnoty parametra g € R, pre ktoré je uvedend matica maticou intenzity

prechodu pre nejaky homogénny Markovov refazec so spojitym ¢asom

¢ 1 0
Q=0 —¢ ¢
1 —q q—1

3.3 Pocet katastrofickych udalosti evidovanych v poistovacej spoloc¢nosti moze byt

modelovany homogénnym Poissonovym procesom s intenzitou 3 za rok.

a) Ak4 je pravdepodobnost, ze v druhom polroku tohto roka nastant aspon
dve katastrofické udalosti?

b) Uréte rovnakt pravdepodobnost za predpokladu, Ze v prvom polroku uz

dve katastrofické udalosti nastali.

3.4 Na autobusovu zastavku prichadzaju autobusy linky ¢.1 a ¢.2. Predpokladajte,
ze prichody autobusov oboch liniek tvoria Poissonove procesy s intenzitami Aq
resp. Ao, a ze st prichody nezévislé. Priemerny pocet vSetkych autobusov, ktoré
pridu na zastéavku za dobu ¢ je (A1 + A2)t. Nech S je doba ¢akania na prichod
autobusu ¢.1 a T doba ¢akania na autobus linky ¢.2. Uréte pravdepodobnost

toho, ze

a) na zastdvku pride ako prvy autobus linky ¢.2,

b) prvé dva autobusy, ktoré pridu na zastavku, buda autobusy linky ¢.2.

3.5 Do elektronického systému prichadzaji nezavisle na sebe dva typy Sokov, ktoré
mozno popisat ako Poissonove procesy s intenzitami A\; = 0,002 a Ay = 0,01
za hodinu. Sok prvého typu vidy spdsobi zlyhanie systému, Sok druhého typu
sposobi zlyhanie s pravdepodobnostou 0,4. Aké je pravdepodobnost, Ze systém

zlyhé pocas 24 hodin désledkom soku?

3.6 Urcity stbor jednotiek sa opotrebovava (zanikd) s konstantnou intenzitou péft
jednotiek za minttu. Stbor obsahuje sto jednotiek. Ak4 je pravdepodobnost

toho, Ze za dvadsaf mintt

a) zanikne nanajvys jedna jednotka stuboru,

b) zanikne polovica suboru?

3.7 Uvazujte chemickt reakciu, pri ktorej sa molekuly latky A nezéavisle od seba
premienaju na molekuly latky B. Pocas kratkeho ¢asového intervalu (¢,t+h) sa
zmeni molekula latky A na molekulu latky B s pravdepodobnostou ph + o(h).
Nech pocet molekil latky A v Case t je X;. Urcte pravdepodobnost toho, Ze

55
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3.8

3.9

do okamihu t sa zmenia vSetky molekuly latky A na molekuly latky B, ak na
zaciatku bolo N molekul latky A.

Do mesta dodavaju elektrickti energiu dve elektrarne. Doba bezporuchovej
dodavky elektrickej energie obidvoch elektrarni méa exponencidlne rozdelenie
s parametrom 1/A. Doba do obnovy prerusenej dodavky elektrickej energie ma
takisto exponencidlne rozdelenie s parametrom 1/u. Najdite pravdepodobnost

toho, ze obe elektrarne budt dodévat elektricki energiu

a) v stabilizovanom rezime,

b) v dynamickom systéme v case t, rieSenim odpovedajtcej ststavy KDR.

Stroj moze byt v jednom z nasledujucich stavov: 1— pracuje, 2— nepracuje,
hlad4 sa chyba, 3— chyba sa naSla a odstraifiuje sa, 4— oprava sa dokondila,
stroj sa pripravuje na spustenie. Priemerny c¢as bezporuchovej prevadzky je
pol diia, chybu hladaju v priemere pol hodiny, oprava trva priemerne Sest ho-
din a po skonceni trva spustenie priemerne hodinu. Najdite pravdepodobnosti

jednotlivych stavov.

3.10Dokazte pre lineadrny proces vzniku, ze rieSenie KDR pri poc¢iato¢nej podmienke

p1(0) = 1 reprezentuje geometrické rozdelenie s parametrom e, teda je
v tvare (3.16).

3.11Dokazte pre linedrny proces zaniku, zZe rieSenie KDR pri poc¢iato¢nej podmienke

pn(0) = 1 reprezentuje binomické rozdelenie s parametrami N, e ! teda je
v tvare (3.20).

3.12 Traja kamaréati si vysli na horskd chatu. Pri prichode na chatu v ¢ase t = 0 je

jeden z nich chory. Vlastnosti choroby su také, ze ak st spolu zdravy a chory
jedinec, tak zdravy sa nakazi v ¢asovom intervale (¢,t 4+ h) s pravdepodobno-
stou $h+ o(h). Jedinec chory v ¢ase ¢ sa uzdravi v ¢asovom intervale (¢, + h)
s pravdepodobnostou %h + o(h). Uzdravenie a infikovanie jednotlivych jedin-
cov prebieha nezévisle. Zdravy jedinec nemoze nakazit nikoho. Nech Markovov
retazec {X;,t > 0} udéva pocet chorych kamaratov na chate v ¢ase t. Najdite

maticu intenzity prechodu daného MR.

3.13 Stroj sa moze nachédzat v dvoch stavoch: 1- pracuje, 2 — je pokazeny a

opravuje sa. Doba bezporuchovej ¢innosti stroja, resp. doba jeho opravy majua
exponencialne rozdelenie s parametrom 1/, resp. 1/u. Uréte rieSenim odpove-
dajicej sustavy KDR pravdepodobnost, Ze stroj bude pracovat v ¢ase t > 0, ak
viete, ze v ¢ase t = 0 pracoval. Ak bude hodnota hladanej pravdepodobnosti

véaset=2priA=1/4apu=17
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4 Tedria hromadnej obsluhy

Kapitola 4

Teoria hromadnej obsluhy

4.1 Definicia a klasifikacia systémov hromadnej obsluhy

Teoria hromadnej obsluhy (THO) sa zaobera modelovanim takych realnych sys-
témov, v ktorych vznikajua rady (fronty) alebo straty. Ciefom THO nie je odstranit,
ale minimalizovat ¢akanie, resp. udrzat straty v rozumnych medziach.

Systém hromadnej obsluhy (SHO) je taky realny systém, do ktorého prichddzaju
zékaznici s uréitou poziadavkou a po obslizZeni systém opustaji. Struktira SHO je

dané nasledovne:

1. Zakaznici, pozadujtci obsluhu, prichddzaji do SHO individuélne a tvoria tok

poziadaviek.
2. Linky (kandly) st zariadenia, ktoré poskytuji obsluhu pozadovaného typu.

3. Obsluha je proces uspokojenia poziadaviek. Po skonceni obsluhy zakaznik
optsta SHO a zac¢ne obsluha dalSieho zédkaznika. Ak zdkaznici nie st obsliZeni

ihned, mézu (ale nemusia) na obsluhu ¢akat.

Zakladné komponenty SHO (zékaznik — linka — obsluha) chdpeme vSeobecne, napr.
lietadlo — pristavacia draha — pristatie, stroj — udrzbar — oprava, atd.
Zakladatelom THO bol dansky matematik Erlang, ktory v roku 1909 publikoval
¢lanok s nazvom ,Aplikicie tedrie pravdepodobnosti na problémy telefénnej pre-
vadzky“. Zavedenie pojmu THO stvisi s menami ruskych matematikov Kolmogorov
a Chincin, ktori sa v 30. rokoch zasluzili o rozvoj THO. VSeobecnt klasifikaciu SHO
vSak zaviedol az anglicky matematik Kendall v roku 1953. Tato sa pouziva dodnes
a ma 3 symboly (A, B,n), pricom A — vyjadruje rozdelenie vstupného priadu (doby
medzi vstupmi), B — oznacuje rozdelenie vystupného pradu (doby obsluhy), n — je
pocet paralelnych liniek.
Poznamka 4.1 V dalSom sa budeme zaoberat tzv. Markovskymi SHO, kde za sym-

boly A a B dosadzujeme M, ¢o znamend, ze vstupny prud je Poissonov (doba medzi
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4 Tedria hromadnej obsluhy

vstupmi mé exponencidlne rozdelenie) a doba obsluhy mé exponencialne rozdelenie.
V praxi sa vyskytuju aj nemarkovské SHO, kde A resp. B moZno interpretovat ako

Erlangovo, chi-kvadrat, deterministické alebo iné vseobecné rozdelenie.

Poznamka 4.2 Kendallova klasifikicia A, B,n nie je tplnd, nehovori ni¢ o osude
zékaznikov, ktori nemozu byt ihned obsliZeni, resp. o sposobe obsluhy. Preto ka-
zdy konkrétny model charakterizujeme dal$imi tromi prvkami z, y, z, pricom z je
kapacita SHO (maximdlny poéet zakaznikov v SHO), y je kapacita zdroja (pocet

potencidlnych zédkaznikov), z udéva disciplinu obsluhy.

Podla ,x* delime SHO na
e systémy bez c¢akania (so stratami), kedy x = n,
e systémy s cakanim, kedy x > n.

Systémy s cakanim dalej delime na SHO s neohranic¢enym cakanim a na SHO
s ohranic¢enym cakanim. Pri poslednom type moze byt obmedzena dlzka radu, alebo

¢as Cakania v rade.

PodTla ,,y“ delime SHO na
e otvorené SHO, kedy je zdroj nekoneény (y = 00),

o uzavreté SHO, kedy zdroj ma konecny pocet potencidlnych zakaznikov

(y =m < 00).

Podrla ,,z“ delime disciplinu obsluhy na

e FIFO (first in, first out — poradie sa dodrzuje),

LIFO (last in, first out — poradie je opac¢né),

PRI (priority — v SHO existuju prioritné zakazky),

GD (general discipline — vSeobecné disciplina),

SIRO (selection in random order — vyber v ndhodnom poradi).

Poznamka 4.3 Ak nebude povedané inak, v dalSom sa budeme zaoberat Markov-
zaujimat iba stabilizovany systém, modelovany Markovovym retazcom podla (3.8).
Poznamka 4.4 Okrem zakladnych charakteristik (A, B,n;z,y, z) kazdy SHO ma
svoje ukazovatele (Ciselné charakteristiky), ktoré svedéia o kvalite obsluhy alebo

o vyuziti kanalov.
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Hlavné ukazovatele SHO:
o intenzita vstupu N — vyjadruje priemerny pocet zdkaznikov vstupujicich
do SHO za jednotku ¢asu,
e intenzita vystupu p = 1/7, kde T je priemerna doba obsluhy,

e intenzita prevadzky p = \/p.

Ukazovatele kvality obsluhy (efektivnosti z hladiska zékaznika):

e pravdepodobnost odmietnutia (straty) zadkaznika: pg
e relativna kapacita SHO: K, =1 — pgy

e absolutna kapacita SHO: K,

e priemerna doba stravena v SHO (¢5) a v rade ()

e priemerny pocet zdkaznikov v rade (7)

e pravdepodobnost vzniku radu, atd.

Ukazovatele vyuzitia kanalov (efektivnosti z hladiska SHO):

e priemerny pocet obsadenych kanalov 7,
e priemerny pocet volnych kandlov 7,
e koeficient vyuzitia kanalov ng/n,

e koeficient prestoja kandlov n,/n, atd.

4.2 Otvoreny SHO bez cakania

Pravidlo — zédkaznik, ktory nemoze byt ihned obsliZeny, lebo vsetky linky su
obsadené, je odmietnuty (vznik straty). Maximalny pocet zakaznikov sa teda rovna

poctu liniek.

Systém (M, M,1;1,00)
Ide o otvoreny SHO bez ¢akania, s jednou linkou, x = 1, y = 0o, z — FIFO. Zrejme
pre modelovy Markovov retazec je S = {0,1}, pri¢om stav SHO znamena pocet

zakaznikov v SHO. Intenzity vstupu a vystupu st dané v matici @, mozné prechody

()

su vyznacené v diagrame.

v}

L)
I
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4 Tedria hromadnej obsluhy

Systém KDR, pre absolutne pravdepodobnosti p'(t) = p(t) - Q je

pé(t) = —Apo(t) + up1(t) (4.1)
1

p1(t) = Apo(t) — ppr(t) -
Podiatoéné podmienky st po(0) = 1, p1(0) = 0, navySe ma platit po(t) + p1(t) = 1.

Riesenie (4.1) za uvedenych podmienok je

p A Ot
t)=——+—— wt
po(t) Mt )\Jrﬂe 42)
A4 A+p

Limitné riesenie pre stabilizovany systém pri ¢ — oo déva stacionarne rozdelenie

znazornené na obr. 4.1.

o __H i __A
po = lim po(t) = e = lim p(t) = ppral (4.3)
Pyl Pt
1
A
At
®
Atp
k
Obr. 4.1

Priklad 4.1 Na dani telefénnu linku prichddza za mindatu priemerne 0,8 vyziev,

priemerné dizka hovoru je 1,5 min. Uréme
a) intenzitu vstupu, vystupu a prevadzky SHO,
b) pravdepodobnost odmietnutia a relativnu kapacitu v stabilizovanom systéme.

Riesenie. Zvolime si ¢asovu jednotku ¢.j. = 1 min. Potom plati

a))\:0,8:%;f:1,5min:>,u:1%5:%;,0:%22,
_ (—4/5  4/5
) Pst =1 Q (2/3 _2/3> p = (po,p1)

Riesime systém rovnic 0 = - @, teda 0 = —% po + %pl, pri podmienke pg + p; = 1.
RieSenim je pg = 0,45; p1 = 0,55.

Pravdepodobnost odmietnutia zédkaznika je ps; = 0,55; relativna kapacita SHO je
K, =1-pg =0,45. O
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4 Tedria hromadnej obsluhy

Systém (M, M,n;n, oco)
Tento SHO ma n liniek, teda S = {0,1,...,n}, intenzity vstupu a vystupu st dané

maticou (), mozné prechody st znazornené v diagrame.

Ny
n
A
—A A 0 0 0 0
po —(Atp) A 0
Q=1| 0 24 —(A+2u) A O 0
0 0 0 0 0 —nu
Systém rovnic v stabilizovanom rezime je 0 = p - @, teda
0= —Apo + pp1,
0=MApr—1 — AN+ kp)pr + (k+ 1)ppr+1, pre k=1,2...,n—1, (4.4)
0=App—1— nupn, -
n
Riesenim sustavy (4.4) pri podmienke > p; =1 je
i=0
A 1A "N
resp. pri oznaceni p = \/u dostavame
~1
k nooq
P p
Pk = [ Z,] (4.5)
i=0

Ukazovatele systému:

e pravdepodobnost straty (odmietnutia): ps = pp,

-1
n n
relativna kapacita SHO: K, =1—-p,=1-"2; <Z 7:) )
k=0

absolutna kapacita SHO: K, = A\(1 —p,),

n
e priemerny pocet obsadenych liniek: 7, = > k- pr = p(1 — pp),
k=0

koeficient vyuzitia liniek: 7,/n .
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Priklad 4.2 Na pocita¢ je napojenych niekolko terminédlov. Priemerny pocitaci ¢as
na vybavenie jedného programu st dve minuty. Za ten ¢as prichaddzaja v priemere tri
poziadavky. Pocita¢ moze obslizif najviac pit termindlov. Ak4 je pravdepodobnost
toho, Ze sa poziadavka odmietne? Uréme relativnu a absolutnu kapacitu systému.

Zistime priemerny pocet obsluhovanych terminalov.

Riesenie. Nech ¢.j. = 1 mintita. Potom A =3/2, = L = % =p= ﬁ =3.

T

Ide o systém (M, M, 5;5,00) bez ¢akania, kde pravdepodobnost odmietnutia pozia-

—1
11,
Pst = D5 = — 3 —3 —0,116.

davky je

5! k!
k=0

Relativna a absolutna kapacita sui K, = 1 — py = 0,884, K, = A(1 — p,,) = 1,32.

Priemerny pocet obsluhovanych terminélov je n, = p - (1 — ps) = 2,64. O

4.3 Otvoreny SHO s ¢akanim

Pravidlo — zékaznik, ktory neméze byt ihned obsliuzeny, sa postavi do radu a ¢aké

na obsluhu (vznik radu). Cakanie méze byt
1. neohrani¢ené (neobmedzené), kde m = oo,

2. ohranicené (obmedzené), kde n < m < oo.

4.3.1 Otvoreny SHO s neohrani¢enym c¢akanim

Stav systému znamend celkovy pocet zakaznikov v SHO, teda sucet tych, ktori st
obsluhovani a tych, ¢o ¢akaju v rade. Zrejme S = {0,1,2,...}, intenzity prechodu

su vyznacené v diagrame prechodu.

u 2p (n-Nu ny ny

Poznamka 4.5 Z priestorovych dévodov v dalSom nebudeme vypisovat maticu
intenzity prechodu @, ale stistavu rovnic zostavime podla diagramu. Sipky vediice
von z daného stavu pritom znamenaja zadporné znamienko pred intenzitou, Sipky

vediice do daného stavu kladné znamienko, slucky neuvazujeme.
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Systém rovnic pre stabilizovany SHO:

k=0 = 0=-Apo+ up1,

k=1 = 0=—=(A+p)p1+Apo+2up2,

k=2 = 0=—(A+2u)ps+ Ap1 +3ups,

(4.6)

—(A+ (n— 1)) pn—1 + Apn—2 + nppn ,
k= = 0= —(A+nu)pn + A\Pp—1 + npippt1,
E=n+1 = 0=—A+nu)ppt1+ ADn + npppi2,

Stustavu (4.6) rieSime postupnym s¢itavanim rovnic. Takto dostdvame vyuzitim pod-

o0
mienok > pr =1 a p < n rieSenie
k=0

1
pkzypkpo, pre k=0,1,...,n,

1 k
Pk = p=n gy P Poy e k>n+1, (4.7)
2 n n+1 -1
p p p
1 A PR
+p+2'+ +n!+n!(n—p)
Ukazovatele systému
e pravdepodobnost vzniku radu
anrl
Pr =Ppt+l +Pny2+ ... = m]%a
e priemerny pocet zdkaznikov v rade
o0 n+1
r — k’ . = s
' P =i 2
k=1
e priemernd doba cakania v rade
_ 1 2 3
t, = 7'pn+7'pn+1+7pn+2+--~:
nu nu
1 & pntk r
— k - =— Y k-—pyo=—,
TL,U ; Pn+k—1 = [1p ; nk “n) Po b\

e priemerny pocet obsadenych liniek

’I’LO—ZI{Z Pk+znpk—zk k|p0+zn kn,n|p0—

k=n-+1 k=n+1

n—1 k
P p
k= k=n ’ k=0
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Priklad 4.3 Dvaja dispeceri povoluji vyjazd automobilov. Kazdych desaf minit

prichadza v priemere 2,2 Soférov. Povolenie jazdy trva v priemere piat minit. Uréme

pravdepodobnost vzniku radu,

e priemerny pocet vozidiel v rade,

priemerna dobu ¢akania v rade,

e priemerny pocet obsadenych liniek,

kolko percent pracovnej doby st dispeceri zamestnani vybavovanim automo-

bilov (koeficient vyuzitia liniek),

akd by mala byt intenzita vstupu automobilov, aby vytazenie dispederov bolo
na 70%?

Riesenie. Ide o systém (M, M,2,00,00). Nech ¢.j. = 10 mintat. Potom A\ = 2,2;
Pravdepodobnost vzniku radu pre n = 2 je

-1

ntl 1,13 1,12 1,18 .
£ 0= gy |V = 0,214.

21 72,09

br= nl(n—p

. s _ nt1 3 .
Priemerna dizka radu 7 = (n—ﬁ!(n—p)2 Po = 1}(’)%92 . 3% = 0,476.

Priemerné doba ¢akania v rade t, = ; = 0,217 mint.

Priemerny pocet obsadenych liniek n, = p = 1,1.
Koeficient vyuzitia liniek 20 = Ll = 0,55, t.j. 55%.
< s Ny =% __ IR *

4.3.2 Otvoreny SHO s ohrani¢enym ¢akanim

Tento SHO delime dalej na dva typy
1. ohranicend je dlzka radu,

2. ohranicend je doba cakania v rade.

1. SHO s ohrani¢enou dizkou radu

p 2u (n-Hp ny ny ny

m

Zrejme S = {0,1,2,...,n,...,m} aststava rovnic v stabilizovanom SHO vyzera

nasledovne
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0= —Apo + pp1,
0=—(A+kp)pk + Apg—1 + (k + Dppr1, 0<k <n, (48)
0=—(A+nu)pr + App—1 +npprr1, n<k<m,
0= —nupm + Apm—1.
Riesime ststavu (4.8) opiit postupne, tak dostdvame
pk:&Tpo, pre 0 <Fk<mn,
k.pk
P = mpo, pre n <k <m, kde (4.9)
nok m k17t
W=t 2
k=0 k=n+1

Ukazovatele SHO
e pravdepodobnost odmietnutia ps = pp, ,

e pravdepodobnost vzniku radu p, = ppy1 + - + Dm,

. /. v 7 7 — m—n n+k
e priemerny pocet zdkaznikov v rade 7= > k- h Do,
k=1 )

e priemerné doba ¢akania v rade ¢, = # I R TR L

Priklad 4.4 V holi¢stve pracuja traja holi¢i. Kazdy z nich obsluhuje jedného zakaz-
nika v priemere desat minut. Za hodinu prichaddza priemerne dvandst Iudi. Zakaznici
sa postavia do radu iba ak ¢akaji menej nez traja Iudia, inak optstaja holi¢stvo.
Urcéme

a) pravdepodobnost, ze v holi¢stve nie su ziadni zékaznici,

b)

c¢) pravdepodobnost, Ze vSetci holi¢i st zamestnani pracou,

d)

pravdepodobnost, Ze zdkaznik odide bez obsluzenia,

priemerny pocet zédkaznikov v rade.

Riesenie. Ide o systém (M, M, 3;6, 00), intenzity vstupu a vystupu pri ¢asovej jed-

notke ¢.j. =1 hod. st A =12, u=6=p=2.

8) po=[Ltpt G+ 5+ o+ | = 01218,

b) pst = Po = golo Po = 0,0481

c) p3+ps+ps+ps = 0,391,

d) 7= kilk-ngrk =0,397. O
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2. SHO s ohrani¢enym ¢asom ¢akania v rade

Pravidlo — zékaznik, ktory nemoze byt ihned obslizeny, postavi sa do radu a ¢aka
na obsluhu. AvSak po uplynuti uréitej doby dobrovolne optista SHO s intenzitou v.

Diagram prechodu znézoriuje intenzity vstupu, vystupu a opustania radu.

nu+ry np+(r+1)v

Ststava rovnic pre stabilizovany SHO

0= —Apo + up1,
0:_()‘—{_k‘lﬂ)pk—*—)\pk—l+(k+1)ﬂpk+17 k:1a2a"'7n7
0= _(/\ +np+ Ty)pn-‘r?" + )\pn+r—1 + (n/"l’ + (7" + 1)V)pn+7'+17 r=12,....

(4.10)
Systém (4.10) rieSime postupnym s¢itovanim rovnic
o
pkzyp(b pre k:1727"'7n7
" A 4.11
pn—&-r:% T Do, T:172"'7 ( )
I (np+jv)
j=1
kde pg sa urcuje z normovacej podmienky
-1
n k n A
po = % + % SN— . (4.12)
k=0 " “r=1 ] (np 4+ jv)
j=1

Poznamka 4.6 V tomto systéme je pravdepodobnost straty zdkaznika dana ako
Ppst = 1 — pobst, pricom pravdepodobnost obslizenia zékaznika sa uréuje ako podiel

ﬁot/ﬁooo, kde

Tt je priemerny pocet obsadenych liniek, pri ¢akani ¢ ¢asovych jednotiek, teda
n o0 n n
ot = kDt D n-Popr=Y k-pptn(l—> p) (4.13)
k=1 r=1 k=1 k=0

Toso j€ priemerny pocet obsadenych liniek v SHO, kde nedochédza k dobrovolnému

odchodu zékaznikov, t.j. ide o neohranicené cakanie, Np00 = p-
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Poznamka 4.7 Nekoneény rad v (4.12) nie je geometricky, ale jeho stcet sa od-
haduje s pozadovanou presnostou pomocou konvergentného geometrického radu.

Postup ukazeme na nasledujacom priklade.

Priklad 4.5 Na letisku st k dispozicii dve pristavacie drahy. Pristavaci manéver
trvé priemerne desat minut, lietadld prilietaju priemerne kazda Stvrthodinu. Lie-
tadlo, ktoré nie je okamzite prijaté, krizi nad letiskom priemerne polhodiny a po-
tom odlieta. Odhadnime hodnotu pg s presnostou na tri desatinné miesta. Aky je
priemerny pocet obsadenych pristdvacich drah? Aké je pravdepodobnost toho, Ze
lietadlo na letisku pristane (pravdepodobnost obsluzenia)?

Riesenie. Ide o systém (M, M, 2) s ohrani¢enym ¢asom ¢akania. Nech ¢.j. = 1 hod.
=>A=4, u=6,v=2;p= % = % V stabilizovanom SHO podla (4.11) uréime
prs k=1,2,... a py z normovacej podmienky (4.12). S presnostou na tri desatinné

miesta odhadneme stcet nekone¢ného radu.

2pk p2°° b
D D e

k=0 r=1 H (2p + jv)
P PIRE A - T H ca )] =
P39 T 9\2 612 T 2 6+2)2-6+2-2) )| T
= _§+2(1+2+ Z2 2, )| =
TP T U T T T TR T T s 9 "7 910 )] T

_p 5,228 2° (1+2+ 22 N )
—POV3 T 9210 T 7-8-9.10-11 12 1213 )| [

Stcet radu v zatvorkach (1 + % + % +. ) odhadneme sic¢tom geometrického
6 _

1

radu s kvocientom ¢ = l teda hodnotou = g Odhad zvysku p6vodného radu

v hranatych zatvorkach je Rg < 9 m = 0,00015, ¢o vyhovuje poziadavke
o presnosti na 3 desatinné miesta. Pre pg dostaneme 1=pg-1,973 = py = 0,507 =
p1 = ppo = 0,338.

Priemerny pocet obsadenych liniek

2 e )
ot =Y k-Dr+ Y 2:pe=p1i+2p2+2) pp=
k=1 k=3 k=3

o
=p1+2) pr=p1+2(1—po—p1)=2—2py—p1 = 0,648.
k=2

Pravdepodobnost toho, Ze lietadlo pristane na letisku, je pravdepodobnost obsluze-
e n n 0,648
Not Not ) .
=—=—= =0,972. O
Pobst Troo P) 2/3
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4 Tedria hromadnej obsluhy

4.4 Uzavrety SHO

Pravidlo — zdroj je ohraniceny kapacitou SHO, teda intenzita vstupu je zavisla na
pocte zakaznikov v zdroji. Ak je v SHO j zékaznikov, v zdroji je ich m — j. Ak je
m = n, ide o systém bez Gakania, ak m > n, o SHO s ¢akanim. V dalSom struc¢ne

opiseme SHO s ¢akanim podla diagramu prechodu.

2un np ny nu
SN SN
m\ (m-1)A (m-n+1)A (m-n)A A

Prislusna stistava rovnic pre stabilizovany SHO
0= —mApo + pp1
0=(m—k+1)App_1 — [(m — k)X + kplpk + (k+ Dpprgr, 1 <k <n,
0= (m—k+1)Apr—1 — [(m — k)X + np]pp + nppri1, n <k <m,
0= Apm—1 — NpPm.
Po predeleni rovnic konstantou p a oznaceni p = \/pu
0 = —mppo + p1,
0= (m—k+1Dppr—1— [(m—=k)p+k]pk + (k+ Dprr1, 1 <k <mn,

(4.14)
0=(m—Fk+1)ppr_1— [(m—E)p+n]pe + npri1, n <k <m,
0= ppm-1 — npm.
Substitaciou
Zk:(m_k+1)Ppk—1_kpk7 k:1727"'7n7
Zzz(m_k—i_l)ppk—l_npka k:n+1a"'7m)
21=0=2z2,
dostavame pre sustavu (4.14) z; = 2o = --- = 25, = 0 a odtial rekurentné vztahy
m—k+1
pk:T'p'pk—h pre k:1725‘°'7n7
m—k+1
pk:T'p'pk‘—lv pre k:n+]—aam
Postupnym dosadzovanim a po tprave dostaneme riesenie (4.14) v tvare
Pk = (7:) o po, pre 1<k <n,
m! F <k<
= -p% - po, pre n <m,
Ph nk=nnl(m — k)! prope P (4.15)
" /m “ m! -
_ k : k
= () 3 e
k=0 k=n+1
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4 Tedria hromadnej obsluhy

Poznamka 4.8 Co sa tyka ukazovatelov uzavretého SHO, najcastejsie sa urcuje
pravdepodobnost vyuzitia, resp. prestoja liniek, pravdepodobnost vzniku radu, prie-
merny pocet zdkaznikov v SHO a v rade. Kedze odpovedajice rady st konecné,

vSeobecné vzorce nie je potrebné odvodit.

Priklad 4.6 Pracovnik obsluhuje tri stroje. KaZzdy z nich sa zastavi v priemere dva-
krat za hodinu. Oprava trva v priemere desat minit. Uréme aka je pravdepodobnost
toho, ze pracovnik je zamestnany opravou a zistime aky je priemerny prestoj pra-
covnika za osemhodinovii pracovni dobu. Vypodéitajme pravdepodobnost vzniku
radu a priemernt dizku radu.

Riesenie. Ide o systém (M, M,1;3,3). Nech ¢.j. = 1 hodina, potom A = 2,
u =6, p=1/3. Stav j znamena pocet strojov, ktoré nepracuju v dosledku poruchy,

= 0,1, 2,3. Intenzity prechodu si znazornené v diagrame.

Pracovnik je zamestnany opravou, ak aspon jeden stroj je pokazeny a pravdepo-
dobnost toho je 1 — py. Podla (4.15)

0 -1 -1
31 2 2 9
S S R i .
;_03 k'k'p +Z3 k:)'p] [+ +3+9] 26’
17

Prestoj pracovnika za 8 hodinova pracovna dobu je
(8 - po) hodin = 8 - 0,654 hodin = 2,768 hodin ~ 166 minnt.

Pravdepodobnost vzniku radu

Pr=pni1+ - +pm=1=Y pr=1-po—pi,

k=0
kde
_(3 _ 9 _
p1 = 1 p p0—26—p0-
> 7 S . 4
Hladané pravdepodobnost je teda p, =1 —2- %13

Priemerné dizka radu

2
F= k- prr1=pa+2-ps,
k=1

1 5
p3:3!-p3-pozﬁ7 teda 7= —. O

kd =3l.p2.py =
ep2=3"p° po 13

E7
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4 Tedria hromadnej obsluhy

4.5 Cvicéenia

4.1 Priemern4 dlzka telefénneho hovoru je pol minity, za minttu prichddzaji prie-

merne tri poziadavky. Najdite minimalny pocet potrebnych liniek tak, aby sa

uspokojilo 75% poziadaviek. Pre dany SHO urcéte ukazovatele pg, K, K4, Tio.

4.2 Davku odpadovej vody vypusta tovaren priemerne raz za dva dni. Jedna ¢isticka

spracuje toto mnozstvo za pol dia. Kolko disticiek treba postavit, aby sme
sa s 99% spolahlivostou vyhli havérii, t.j. vypusteniu odpadu do rieky alebo

zastavenia vyroby? Urcte ukazovatele odpovedajiuceho SHO.

4.3 Rozhlasové stanica skiima sledovanost istého programu vysielaného v danom ¢a-

sovom obdobi. Prieskum ukazal, Ze priemerny pocet posluchacov, ktori v tomto
obdobi poc¢ivaju dant stanicu je 20000 za hodinu. Po zapnuti stanice priemernd
doba posluchu je 45 minit. Urcte priemerny hodinovy pocet posluchacov, ktori

sleduju dany program.

4.4 Do malej poboc¢ky banky s dvomi okienkami sa dostavi priemerne pit osob za

hodinu. Priemerné doba vybavenia klienta je péatnast minat. Urcte

a) pravdepodobnost vzniku radu,
b) priemernt dizku radu,

¢) priemerny Cas straveny v banke.

4.5 Na colnici sa automobily vybavuju v dvoch linkdch. Priemerny cas vybavenia

4.6

4.7

su tri minaty, na colnicu prichadza priemerne jedno auto za dve mintty. Aka
je pravdepodobnost vzniku radu? Aka je priemernd dlzka radu a priemerny
¢as Cakania v rade? Ako sa Cas ¢akania v rade zmeni, ak colnici zdvojnasobia

intenzitu prace, resp. ak prijmi dalSieho pracovnika?

Benzinové cerpadlo obsluhuje zdkaznikov na jednom mieste obsluhy s inten-
zitou Styridsat vozidiel za hodinu. Podet vozidiel v rade je neobmedzeny. Za
predpokladu, Ze intenzita prichodu vozidiel ku éerpadlu je tridsat za hodinu,

urcte:

a) pravdepodobnost toho, ze vozidlo bude obsluzené bez ¢akania,

b) priemerny pocet vozidiel pri benzinovom cerpadle.

V cakarni u lekéara je Sest stoliciek, ostatni pacienti musia ¢akat postojacky.
V priemere stoja traja pacienti. Prichod pacientov sa riadi Poissonovym pro-

cesom, priemerny ¢as prehliadky je patnast minat. N4jdite
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4 Tedria hromadnej obsluhy

a) pravdepodobnost, Ze pacient po prichode néajde lekara obsadeného,

b

pravdepodobnost, Ze pacient musi zo zaciatku c¢akaf postojacky,

c) priemerny Cas, ktory pacient stravi u lekéara,

)
)
)
d) pravdepodobnost, Ze pacient nebude oSetreny, ak méze cakat iba v pri-

pade, Ze po prichode néajde volnu stolicku .

4.8 Do malej autodielne s dvomi opravarmi, ktori pracuji nezavisle a samostatne,
prichadzaju zékaznici s intenzitou Sest za hodinu. Obsluha trva v priemere
dvadsat mindt, miest pre auté je spolu pit, vratane prave opravovanych. Iden-

tifikujte typ odpovedajiceho SHO a nakreslite diagram prechodu. Urcte

a) pravdepodobnost, Ze opravari nepracuju,
b) pravdepodobnost odmietnutia zakaznika,

c¢) pravdepodobnost vzniku radu.

4.9 Na stanicu technickej kontroly (STK) prichddzaji auta s intenzitou osem za
hodinu. Stanica m4 tri linky, pri¢om prehliadka na kazdej trva v priemere Stvrt

hodiny. Cakaf mézu maximum $tyri auté. Uréte

a) pravdepodobnost odmietnutia zdkaznika,

b

relativnu a absolutnu kapacitu STK,

d

)
)
c) koeficient vyuzitia liniek,
) pravdepodobnost vzniku radu,
)

e) priemerny ¢as straveny v STK.

4.10 Do potravinarskeho zédvodu prichadza zésielka surovin priemerne raz za desat
dni, jej spracovanie trva pit dni. Suroviny mézu ¢akat na spracovanie priemerne
dva dni, po tomto ¢ase sa uz nedaju pouzit. K dispozicii stt dve vyrobné linky.
Aky je stredny pocet obsadenych liniek? Ak4 je pravdepodobnost toho, Ze sa

zasielka prijme do vyroby? (Uréte pg s presnostou na tri desatinné miesta.)

4.11 K okienku na poste sa dostavi priemerne osem os6b za hodinu. Intenzita
obsluhy je desaf za hodinu. Rad sa tvori dvomi sposobmi: a) dizka radu je
neohrani¢end, b) doba ¢akania je maximélne pol hodiny. Uréte v pripade a)
pravdepodobnost vzniku radu a priemernt dizku radu, v pripade b) pravdepo-

dobnost pg s presnostou na jedno desatinné miesto a koeficient vyuzitia linky.

4.12 Osetrovatelka méa na starosti pif pacientov. Pacient vyzaduje oSetrenie prie-
merne kazdych sto minat, oSetrenie trva asi desat mintt. Uréte pravdepodob-
nost vyuzitia oSetrovatelky a priemerny pocet pacientov, ktori potrebuju oset-

renie. Nacrtnite diagram prechodu.
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4 Tedria hromadnej obsluhy

4.13 Prevadzkovatel kyvadlovej dopravy ma k dispozicii $tyri mikrobusy. Mikrobus
sa pokazi v priemere raz za dva mesiace, strednd doba opravy trva tyzden
(jednu opravu vykonava jeden opravér). Navrhnite minimalny pocet opravarov
tak, aby so spolahlivostou 0,90 fungovali aspoii tri mikrobusy. Uréte koeficient

vyuzitia liniek pre najdené n.

4.14 Pracovnik obsluhuje §tyri stroje, ktoré pracuji nezavisle. Dizka bezporuchovej
prace kazdého z nich ma exponencidlne rozdelenie so strednou hodnotou 0,1
hodiny. Doba opravy ma takisto exponencialne rozdelenie so strednou hodnotou

0,05 hodiny. Urcte priemerny prestoj pracovnika za osemhodinovii pracovni

dobu.

4.15 V dielni mé poruchovost strojov intenzitu tri za hodinu. Prestojové naklady
jedného stroja mozno ocenif na desat eur na hodinu. Existuje moznost volby

medzi

a) sktusenym mechanikom, ktory opravuje stroje s intenzitou $tyri za hodinu
a pozaduje hodinovi mzdu 5 eur,
b) $pi¢kovym mechanikom s intenzitou opravy péf strojov za hodinu za ho-

dinov mzdu 6,5 eur.

Ktorého z nich treba najat do prace?
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5 Tedria obnovy

Kapitola 5

Teoria obnovy

5.1 Zakladné pojmy tedrie obnovy

Teoria obnovy sa zaobera modelovanim takych realnych systémov, v ktorych docha-
dza k ndhodnému zlyhaniu prvku (porucha) a k naslednému nahradeniu pokazeného
prvku novym (obnova).

Matematicka tedria obnovy sa vyvinula z poistnej matematiky, ktorej vznik
sa datuje 17. storo¢im. Prvy prakticky problém riesil vsak az v roku 1933 Lotka,
ktory skiimal obnovu strojového parku. V 50.—60. rokoch o rozvoj tedrie obnovy sa
zasluzili Feller a Fréchet, ktori zaviedli pojem spolahlivosti do tedrie obnovy.

Zakladnymi pojmami tedrie obnovy si:

Prvok — je objekt, ktory je predmetom nasho skiimania (napriklad zariadenie, stroj,
suciastka stroja).

Porucha — ¢iastoéné alebo Upln4 strata vlastnosti prvku, ktora sposobuje nemoznost
jeho dalsieho pouzitia, teda jeho vyradenie.

Obnova — nahradenie vyradeného prvku novym.

Zivotnost pruku (ndhodné veli¢ina X) — je doba bezporuchovej ¢innosti prvku, teda
doba do poruchy.

Rozdelenie doby do poruchy je dané distribuénou funkciou F(z) = P(X < z).

Funkcia spolahlivosti, nazyvand aj funkcia preZitia, je definovand vzfahom
R(z)=1—-F(z)=P(X >z). (5.1)
Funkcia R(z) je nerastica, R(0) =1 a R(co) = 0.
Definicia 5.1 Nech X1, Xo, ..., X,, st nezaporné, nezdvislé nahodné velidiny s iden-
tickym rozdelenim F(x). Polozme
So=0,

n 5.2
Sn:ZXk, n=12.... (52)
k=1
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Potom ndhodny proces {Spn, n € No} sa nazjva proces obnovy (obyéajny). Ak
vo vztahu (5.2) je So = xg > 0, proces {S,, n € Ny} sa nazgva proces obnovy

s oneskorenim.

Poznamka 5.1 Interpreticia ndhodnych veli¢in X, .S, v definicii 5.1 je nasledovné:
X}, je doba medzi (k — 1)-vou a k-tou obnovou, teda reprezentuje dobu zivotnosti

k-tého prvku; S, je okamih n-tej obnovy.

Poznamka 5.2 V dalSom budeme uvazovat len obyCajny proces obnovy, slovo
“obyc¢ajny”’ preto vynechame. Proces obnovy je bodovy proces, ktory sa podobne
ako Poissonov proces, da definovat aj pomocou celkového poétu udalosti (obnov,
portch) za dobu ¢, { Ny, t > 0}, kde

Ny = max{n € Ny; S, <t},

(5.3)
{Sp, <t} = {N:>n}, neNy.

Definicia 5.2 Nech {N;, t > 0} je proces obnovy. Nendhodnd funkcia H(t), t > 0
definovand vztahom
H(t)=E(Ny), t>0,

sa nazyva funkcia obnovy a vyjadruje stredny pocet porich za dobu t.

Veta 5.1 Nech H(t), t > 0 je funkcia obnovy. Potom plati
H(t)=> P(S, <t).
n=1
Dokaz. - -
Ht)=E(N) =Y k-P(Ny=k)=> k-P(N;=k) =
k=0 k=1

=1.P(N;=1)42-P(N; =2)+3-P(N; =3)+... =
=P(N;>1)+P(Ny >2)+P(N; >3) +... =

=S PV = n) S Ps, < 1), O
n=1 n=1

Veta 5.2 (Waldova) Nech {S,,, n € Ny}, resp. {N¢, t > 0} je proces obnovy. Nech
strednd doba Zivotnosti X; je konecnd, E(X;) = E(X) < oo, pre vsetky i. Potom
plati Waldova identita

E(Sx,) = B(X) - E(N,).
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Dokaz. Definujme pomocné ndhodné veli¢iny

Zizl, akiSNt
Zi=0, aki>Nj.

Ked7ze ndhodna veli¢ina Z; je jednoznac¢ne dand javom {N; < i}, Z; nezavisi na X,

preto

Ny 00 [ee)
B(Sw) = B <Z Xz-> = E (Z Zin) =D _E(ZiX) =
=1 =1 =1

= iE(ZZ-) ‘E(X;)=E(X)-E (i ZZ-> = B(X)-E(N). 0

=1
5.2 Diskrétny model obnovy

Predpoklady modelu:

1. Cas t nadobtida iba celo¢iselné hodnoty 0,1,2,..., ktoré nazyvame bodmi
obnovy (Casova jednotka je napr. 1 den). Intervaly medzi bodmi obnovy na-

zyvame obdobia, presnejsie interval (k — 1, k) sa nazyva k-té obdobie.

2. K obnove dochadza vzdy ku koncu obdobia a to bud sa zachovi konStantny

pocet prvkov (jednoduchd obnova, kedy jeden pokazeny prvok sa vymeni za

sa pridd ¢ > 0 novych prvkov).

Uvazujme najjednoduchsi pripad, kedy pocet prvkov sa nemeni (jednoducha
obnova), na zaiatku s vSetky prvky nové (rovnoroda struktira) a prvky maja
rovnakt maximélnu zivotnost (technicky homogénne prvky).

Oznaéme si zakladné charakteristiky modelu nasledovne:

ug — pocet novych prvkov v ¢ase t = 0,
up — pocet obnov na konci k-teho obdobia, k =1,2,...,
T — maximalna doba Zivotnosti prvkov,
ay, — pravdepodobnost zlyhania prvku v k-tom obdobi, k =1,2,...,T.
R;, — pravdepodobnost preZitia k-tého obdobia.

Zrejme plati Ry = agy1 + agio+---+ap; Rp =0, Ry = Zle ap = 1.
Budeme sledovat dva aspekty tohto modelu:

a) pravdepodobny pocet obnov na konci jednotlivych obdobi,

b) vekovu $truktiru prvkov v jednotlivych obdobiach.
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Urcenie poc¢tu obnov:

Pre pravdepodobny pocet obnov v jednotlivych obdobiach plati
Uy = up - ax
U2 = upaz + uiay

U3 = Uugaz + u1a2 + u2a1

ur—1 = upar—1 +uiar—2 + ... +ur_2a1
ur = uoar +urer-1 + ... +ur—1a1.

Pre n > T plati vseobecne diskrétna rovnica obnovy
T
Up = Up—T7aT + Up_TH107-1 + ... T Up_10] = Z Uy — Ak - (5.4)
k=1

Poznamka 5.3 Rovnica obnovy (5.4) vyjadruje konvoltciu dvoch postupnosti, teda
up, = {un} * {an} a vo vSeobecnosti sa riesi pomocou diferenénych rovnic za pocia-
toénych podmienok pre ug, £k =0,1,...,7 — 1.

Priklad 5.1 V podniku je 1 000 ks strojov ur¢itého typu. Uréme pravdepodobny
pocet obnov na obdobie 5 rokov, ak T' = 4 roky: a; = 0,1; as = 0,2; a3 = 0,4;

aqg = 0,3.
Riesenie.
u1 = ugar = 100
ug = 200+ 10 = 210
ug = 400 + 20 + 21 = 441
ug = 300 + 40 + 42 + 44,1 = 426
us = 30 + 84 + 88,2 4 42,6 = 245.
Celkovy pocet obnov za obdobie 5 rokov je i up = 1422. O

k=1

Urcéenie vekovej Struktury:
PodTla predpokladov modelu na zadiatku méame ug novych prvkov a celkovy pocet
prvkov sa nemeni v jednotlivych obdobiach, len ich zlozenie. Rozpisom vekovej
struktiary dostaneme:

Na konci 1. obdobia je u; novych, ugR; rok starych, teda
ug = u1 +ug - Ry
Na konci 2. obdobia je ug novych, u; Ry rok starych, ugRs dva roky starych, teda

ug=ugs+uy - Ry +ug-Rs.
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Na konci (T — 1). obdobia méame zloZenie
ug =upr—1 +ur—o- Ry +ur—sg - Ro+---4+ug-Rp_1.

Na konci n-tého obdobia pre n > T je vekova Struktara dand vzfahom

T—1
Uy = Up +Up—1-B1+ .. Uy - R = Zun—k'Rk-
k=0

(5.5)

Tabulka vekovej Struktiry obsahuje prehladne usporiadané vypodéty pre n obdobi

vek/obdobie | 0 1 2 T-1 T n
0 U Uy U ur_1 ur Up,
1 — | uoR | w1y ur—oRy | ur—_1Ry Up—1 1
2 — | = JuoR2 ur—3Ry | ur—o Ry Up—2 o
3 - | = ur—4R3 | ur_3R3 Up—3R3
T-1 - - - ugRr—1 | u1Rp—q Up—1T+1R7—1
Stacet ug | Ug U [ U U

Priklad 5.2 Pre udaje z predchadzajtceho prikladu (7" = 4 roky, a; = 0,1; ag = 0,2;
as = 0,4; a4 = 0,3) uréme vekovu Struktaru 1000 novych prvkov pre obdobie 5
rokov.

Riesenie. V predchadzajiucom priklade sme urcili uy = 100, us = 210, ug = 441,
uy = 426, us = 245. Dalej mame Ry = 1, Ry = as+az+aq = 0,9, Ry = az+ays = 0,7,
R3 = a4 = 0, 3. Tabulka vekovej $trukttury bude

vek/obdobie | 0 1 2 3 4 5
0 1000 | 100 | 210 | 441 | 426 | 245
1 — 900 | 90 189 | 397 | 383
2 — — 700 70 147 | 309

3 — — — 300 | 30 63
Stcet 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000

5.3 Markovove refazce v tedrii obnovy

Nevyhodou tabulkovej metddy, uvedenej v predchidzajtcej casti pri hladani
vekovej Struktiry prvkov je, Zze sa pocita vekové zlozenie za kazdé obdobie zvlast,
a ze tabulka musi byt kompletnéd. Takto prognéza na 10-20 rokov je velmi pracnou

zélezitostou. Ak je pocet obdobi n velky, resp. nas zaujima limitny podet obnov,
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pripadne limitna vekové Strukttra, je vyhodnejsie aplikovat teériu Markovovych

v
retazcov.

Uvazujme Markovov refazec s diskrétnym casom, pre ktory stav vyjadruje vek

prvku, teda

§=1{0,1,2,...,T—1}.

Zrejme prechod je mozny len do susedného vyssieho stavu, alebo do stavu 0 a to

s podmienenymi pravdepodobnostami

Rk-i-l Qk4+1
= ; = rek=0,1,...,T—1
Pkk+1 Ry Pk,0 Ry p

pr; =0, prej#0, j#k+1.

Matica pravdepodobnosti prechodu je potom

aj R1 0 0o ... 0

CLQ/Rl 0 Rg/Rl 0 ... 0

P= : I :
CLT/Rng 0 0 0o ... RTfl/Rng

1 0 0 0 ... 0

Absolutne pravdepodobnosti jednotlivych stavov (vekov) po n krokoch (obdobiach)

su zlozkami vektora

Vekov struktaru po n obdobiach dostaneme tak, ze vynasobime vektor absolatnych
pravdepodobnosti p(n) s celkovym poc¢tom prvkov ug, teda ako vektor ug - p(n).
Ak nas zaujima limitnad vekové Struktdra, musime zistit, ¢i sa systém obnovy

stabilizuje, t.j. ¢i existuje staciondrne rozdelenie lim p(n) = 7. Ak dno, podla Vety
n—o0

. T-1
2.5 najdeme ho ako jediné rieSenie stustavy 7 =7 - P, m = 1.
i=0
ap R 0 0
a2/R1 0 RQ/Rl 0
(7T0,7T1,...,7TT_1):(7T0,7T1,...,7TT_1)- . . . . . y
1 0 0 0
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T Ty L+
Ty =Tpa1 + T+ — + T — + ... +7P_
0 001 1 i 2 o T-1
m = moRy
R Ry
U] 1 R, oL R, o L2
R R
w3 = T2 sz_ﬂ'oRz-sz:ﬂ'oRg
RT—l RT—l
Tr_1=TT—2" =moRr_2 - =moRr_1.
Ry Ry
T—1 T-1 T—1
Zﬂ'k: 1:7T0+Z7Tk:7T0—|-7T0'ZRk:WQ[l—FRl—i-...—I—RT_l] =
k=0 k=1 k=1
=m[(a1 +as+...+ar) + (aa +az+---+ar)+-- +ar] =
T
:ﬂo[a1—|—2a2+3a3+...+TaT] :WO'Zk'ak =7T0-E<X>,
k=1
kde E(X) je stredna doba zivotnosti prvkov.
Odtial dostaneme stacionarne rozdelenie
mp =moRk, k=1,2,...,T — 1, resp.
0 (1,Ri, R Rr_1),kd ! (56)
= _ e M= ——.
m = mol(l, 11, g, ..., ip—1), OE(X)
Limitnd vekovid Struktiru dostaneme v tvare
Uy + T = Yo (1 Ri,Ro,... RT—l) . (57)
E(X) ) ) ) 9y

Priklad 5.3 Podnik zaktpil vo vychodiskovom roku 1100 rovnakych stc¢iastok s ma-
ximélnou zivotnostou 3 roky. Zistime vekovi Strukttiru na konci 3. roku a limitna

vekovu Struktiru, ak sa o¢akava, ze v 1., 2., 3. roku zlyha 20%, 40%, 40% stciastok.

Riesenie. T = 3 roky; a1 = 0,2; as = a3 =0,4 = R; =0,8; Ry =0,4.

al Ry 0 02 0,8 0
P=|ay/R 0 Ry/Ri|=105 0 05
1 0 0 1 0 O

Podla Vety 2.4 je p(n) = p(n — 1) - P, pricom p(0) = (1,0,0).
- P =(0,2;0,8;0)
p(2) = p(1) - P = (0,44;0,16;0,4)
- P = (0,568; 0,352; 0,08) .
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Vekova struktura na konci 3. roka bude
ug - p(3) = 1100(0,568; 0,352; 0,08) = (625; 387; 88),

teda v systéme sa ocakéva 625 novych, 387 rok starych a 88 dva roky starych
suciastok.

Limitna vekovi struktiru ndjdeme podla vztahu (5.7), pricom

3
B(X)=> k-ag=1-02+2-04+304=22rokov,

k=1

1 5 4 2
T=—(1: 04)= [ = = =
T =551:0:804) (11’11’11) ’
5 4 2
F=1100( =, —, = ) = 400, 200) . O

uy - T 00<11,11,11> (500,400, 200)

Poznamka 5.4 Ci sa proces obnovy stabilizuje, da sa zistit pomocou koretiov \;,

charakteristickej rovnice matice pravdepodobnosti prechodu ﬁ, t.j. rovnice
IA-T—P|=0. (5.8)

Fréchet ukézal, ze k stabilizacii dojde za podmienky, Ze pre korene rovnice (5.8)
plati
Aa=1, |N<1,i=2.3,...,T. (5.9)

Priklad 5.4 Overme Fréchetovu podmienku stabilizécie procesu obnovy z predchéa-
dzajuceho prikladu.
Riesenie.

A—02 —08 0
AN-T—Pl=| 05 A —05/=
~1 0 A

=N 02\ -0.8-05-X08-05=X>—0,2)2 — 0,4\ —0,4.
Zrejme \; = 1 je rieSenim rovnice A3 — 0,22 — 0,4\ — 0,4 = 0, teda plati
A=1)(A\>+0,8\+0,4) =0.
Dalsimi korefimi st
Ay = —0,4+i,/0,24
A3 = —0,4 —i/0,24

Fréchetova podmienka je splnené, proces sa stabilizuje.

} :>’)\2‘:’)\3‘:\/0,4<1.
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5.4 Spojity model obnovy
Predpoklady modelu:

1. Cas je nezdporna spojita veli¢ina z intervalu (0, c0).
2. V pripade poruchy je prvok okamzite vymeneny za novy (okamih poruchy =

okamih obnovy).

Podobne ako v diskrétnom modeli obnovy, aj tu budeme dalej predpokladat, ze
na zaciatku s vSetky prvky nové, pocet prvkov je konstantny a doby Zivotnosti
prvkov maju identické rozdelenie.

V Gvodnej casti kapitoly sme zaviedli zdkladné pojmy a oznacenia

X — doba zivotnosti prvku (doba do poruchy),

F(x) = P(X < z) — distribu¢na funkcia doby Zivotnosti,

R(z) = P(X > x) — funkcia prezitia (spolahlivosti) prvku.

V spojitom modeli, kde distribu¢né funkcia je absolitne spojitd, pribudni dalSie
pojmy

f(z) = F'(x) = —R/(z) — hustota doby Zivotnosti,

q(x)— intenzita poruchy (miera zlyhania prvku).

Definicia 5.3 Nech doba Zivotnosti prvkov X md spojit€é rozdelenie. Intenzitu
poruchy q(z) definujeme ako elementdrnu zmenu podmienenej pravdepodobnosti
toho, Ze na intervale (x,x + Ax) ddjde k poruche za predpokladu, Ze sa prvok dozil

veku x, teda vztahom

P X< Az | X
o(z) = lim (<X <z+Azx|X >z

1
Az—04 Az (5 0)

Veta 5.3 Nech distribucénd funkcia doby Zivotnosti prokov F(x) je absolutne spojitd,

f(z) je odpovedajica hustota, q(x) intenzita poruchy, R(x) funkcia preZitia. Potom

platt
q(x) = ]J;((?) (5.11)
R(z) = e sy, (5.12)

Dokaz. Podla definicie intenzity poruchy méame

() = 1 Px<X<z+Az) 1 I Plx <X <x+Azx)
ar = Axlg%hr Az-P(X >x)  R(x) A;clinﬂbr Az N
1 1
— . F = . .
s ) = s I
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Dostdvame teda vztah medzi intenzitou poruchy, hustotou doby Zivotnosti a

funkciou prezitia v tvare

q(x) = é((i))
Podla vztahu (5.11) je
o0) = =~ ) =~ R(@)

[ dt@)ds =~ R(y) - R(O)] = - R().
0

Y x
— [ a(z)dz — [q(y)d
e qu =R(y) < Rx)=e quy Y O

Poznamka 5.5 Zrejme pre distribuénia funkciu F(x) a odpovedajicu hustotu f(x)
podla Vety 5.3 plati

. (5.13)

- [a(y)dy
fla)=-R(z) =q(x)-e ? :
Grafické znazornenie funkcii F(r) a R(x) vidime na obrazku 5.1 vlavo. Typicky
priebeh intenzity poruchy ¢(x) v realnych procesoch obnovy je zndzorneny na ob-

razku 5.1 vpravo.

F(), R() q(x)

Obr. 5.1

Celkovy priebeh intenzity poruchy sa da rozdelif na tri obdobia:

I — obdobie zabehu, kedy sa prejavuju vyrobné chyby prvku a intenzita portch

vekom klesa,

IT — obdobie bezproblémového fungovania prvku, kedy intenzita poruchy je pribliz-

ne konstantna,

IIT — obdobie opotrebovania, kedy intenzita vekom narastd az do okamihu poruchy.
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Vyznam zavedenia pojmu intenzity poruchy ¢(z) spoc¢iva okrem iného aj v tom,
ze umozni lepsie rozliSit chvost rozdelenia doby Zivotnosti ako f(x) a F(x).
Na druhej strane je obtiazne vyjadrit analyticky elegantne g(z) pre vSetky tri obdo-
bia (podla obr. 5.1) naraz. Specialne typy rozdelenia, ktoré sa javia ako vhodné,
budi uvedené v dalsom odseku. Nastastie niektoré prvky (mapr. ziarovky) ne-
maji obdobie I a III, takze ich intenzitu poruchy moZno povazovat za konStantna
q(x) = q¢ = konst. V tomto pripade plati, podla vztahu (5.13), ze f(z) = g-e~%*, ¢o
znamend, ze X mé exponencidlne rozdelenie s parametrom 1/¢, teda pre stredna
dobu Zivotnosti prvku dostdvame E(X) = 1/q.

Ak ¢(z) nie je konstanta, pre stredni dobu Zivotnosti plati
E(X)= /R(w) dx . (5.14)
0

Uvedeny vztah dokdzeme vSeobecnejsie, pre k—ty pocdiatoény moment, k& > 1, pri¢om
v (5.14) je k= 1.

Veta 5.4 Nech doba Zivotnosti prvku X md spojité rozdelenie dané hustotou f(x),
nech R(x) je odpovedajiica funkcia spolahlivosti. Nech X € L*, k > 1. Potom plati

E(XM) =k- /:L’k_lR(a:) dz. (5.15)
0
Dokaz. Uvazujme integral
b
I, = /CL‘k - f(xz)dx, preb>0. (5.16)
0

Uzitim metédy per partes pri [u =gk v = f(ac)] je

(5.17)
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Uvazujme teraz limitu pre b — oo. Podla (5.16) je

o0

Jim 7, = /xkf(x) dz = E(X"). (5.18)
— 00
0
Podla (5.17) dostavame
lim I, = lim (bk [F(b) — 1]) +k / 2" 1R(z) dx. (5.19)
b—o0 b—o0
0

Vzhladom na predpoklad X € L*, plati
o e}
b5 (P) ~ 1)| = 1 [P ) ~ 1] = b"“/f(:c)dx < /xkf(x)da: S0,
b b

pre b — oo. Podla (5.18) a (5.19) to vSak znamend

E(X*) = k:/a:klR(x) da . O
0

5.5 Rozdelenie doby zivotnosti

Ako sme uviedli uz v predchadzajicom odseku, predpoklad konstantnej inten-
zity poruchy ¢(x) = ¢ = konst., vedie k exponencidlnemu rozdeleniu doby Zivotnosti
s parametrom 1/q. Ak ¢(z) nie je konStanta, najcastejSie sa pouziva na modelova-
nie doby zivotnosti prvkov lognormélne, gama, beta a Weibullovo rozdelenie, ktoré
st dvojparametrové. Volbou parametrov «, 8 mozeme dosiahnut rozne priebehy
hustoty resp. intenzity poruchy, ako uvidime v dalSom. Pri vSetkych spomenutych
typoch rozdeleni uvedieme hustotu, znazornime jej graf a odvodime strednti dobu
zivotnosti prvku. Distribu¢na funkcia vo vic¢sine pripadov nema analyticky tvar.
1. Exponencialne rozdelenie Ex(1/q)

f(x)
Hustota rozdelenia 1

flx)=qe %, x>0,g>0

Strednéd doba Zivotnosti

E(X)=1/q
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Odvodenie E(X)

de = —-dy
A q
Vi dy 1 [ 1
:/y qe_yy—/ye Ydy=-T(2)=-.
q q qO q

2. Lognormaélne rozdelenie LN(«, 3?)

f(x)
Hustota rozdelenia

1 7(1[11704)2
flz) = 26% x>0,>0

-e s
Bx 2w
Strednéd doba Zivotnosti
E(X) = e3P

Odvodenie E(X)

o

oo
1 7(lnz—a)2
E(X)= T - xdx:/x- e 282 dx=
)= [a @) PRvr
—00 0
lnz —
1 7 _(nz—a)? Sh :Lx e _ y € (—o0,00)
= 72 /e 252 dx = /6\/§ =
b "9 dx:eﬁﬁy+a-ﬁ\/§dy
o o
1 —y? | BV2yta 1  a —(y2—2ﬁﬁy+ﬁ)+ﬁ
:57271— e -e 6\/§dy:ﬁ€ e 2 2 Qdy:
—0oQ —0oQ
Sa y—ﬁ—ze(—oooo) 1 7
= V2 ’ = eats B / e dz = etz H
T
dy =dz “c0
3. Gama rozdelenie I'(«, 3)
f(x)
Hustota rOZ(lielenia
105 pupe———
B - I(a) B=1
x>0,0[>0,,8>0 a=1
Stredna doba Zivotnosti o=
EX)=a-0 ———
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Odvodenie E(X)

4. Beta rozdelenie B(a, f3)

Hustota rozdelenia )| :ﬂ:% gzg s
_ = a1l _ B—1 B=2
f(.’L‘) - B(Oé,ﬁ) x (1 .’L’) 9
z e (0,1),«>0,3>0.
Stredné doba, Zivotnosti
E(X) = aiﬁ
Odvodenie E(X)
1 . . 1
_ a—1 . B—1 _ o . B—1 _
E(X)—O/x B(a,ﬁ)x (1—2x) dx_B(a,ﬁ)O/:ﬂ (1—2)" " da =
o _ Ta+8) T+1rE)
=B PO S0 ) Tt
_Ia+5) a-I'(a) o

I'(@) (a+B)L(a+B) a+pB’
5. Weibullovo rozdelenie W(«, 3)

f(x)

Hustota rozdelenia )

f(@) = apaf~lemor”, 7

x>0, a>0,8>0.

Stredna doba Zivotnosti =1
_1

E(X)=a 7 -T(1+4)
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Odvodenie E(X)

Poznamka 5.6 Pri Weibullovom rozdeleni sa d4 odvodit v analytickom tvare aj
distribu¢na funkcia, navyse odpovedajica intenzita poruchy dokaze pri vhodnej

volbe parametrov modelovat aj vSeobecny tvar znézorneny na obr. 5.1.

F(x) = /aﬁtﬁl e’ qt =
) aftP~tdt = dy

’ {SlzatﬁzyE(O,aazﬁ)}

OL.Z‘B
OC.Z'B
:/eydy:[—ey]o zl—e*axﬁ, z>0,aa>0,8>0.
0
Rl)=1—F@) =" 2>0,a>0,8>0.

q(z) = ]J;((Z)) =afz? !, 2>0,a>08>0.

Priklad 5.5 Zivotnost uréitého druhu prvku méa Weibullovo rozdelenie s paramet-
rami o = 0,1; 8 = 0,5 (¢asova jednotka je 1 hodina). Uréme funkciu spolahlivosti,
hustotu a intenzitu poruchy. Vypocitajme stredni dobu zivotnosti prvku a pravde-
podobnost toho, ze bude slazit dlhsie ako 300 hodin.

Riesenie.
R(x) = e OWE x>0,
fx)=0,05 2702 7OV 350
q(z) =0,05-27%° x>0

1 1
E(X)=a ér(1 + B) = 0,172 (1 +2) = 100 - ['(3) = 200 hodin,

P(X > 300) = R(300) = e~3007 — ¢=0.1v300 = ¢ 177 0
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5.6 Doba Zivotnosti systému prvkov

Uvazujme systém n nezavisle fungujtcich prvkov so zivotnostami X; a intenzitami

poruchy ¢;(z) = ¢;, i = 1,2,...,n. Zaujima nas spolahlivost a strednd doba zivot-

nosti systému pri

a) sériovom zapojeni prvkov,

b) paralelnom zapojeni prvkov.

Sériové zapojenie prvkov — znamend, ze systém funguje, ak funguji vSetky jeho

prvky. Doba zivotnosti takéhoto systému je teda
XS = min{Xl,Xg, ey Xn} .

KedZe prvky funguji nezavisle, spolahlivost systému je dana sti¢inom spolahlivosti
jednotlivych sériovo zapojenych prvkov (ide o pravdepodobnost prieniku n nezavis-

Iych javov)

Rs(x) = P(Xs > ) = Pmin(Xy,...,X,) > )] =P

H (X; > x) HRI(:E)
i=1 i=1

KedZe intenzity st ¢; = konst., dostaneme

-3 qi
Ri(x) = e %" —= Rg(x He_q’ R (5.20)

Funkcia spolahlivosti Rg(z) je exponencidlneho typu, odpovedajica intenzita po-

ruchy systému je teda sti¢tom intenzit portch jednotlivych prvkov

n
qs = Zqi = konst. (5.21)
i=1

Strednad doba zivotnosti systému je harmonicky priemer strednej doby Zzivotnosti

prvkov

B(Xg) = ~ = 1 — ! . (5.22)

1 1 1
=1

Poznamka 5.7 Ak je navySe ¢; = q pre vSetky ¢ = 1,2,...,n, potom

RS("L]) = e—nqa:,
5.23
B(Xg) = nlq (5.23)
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Priklad 5.6 Akd ma byt spolahlivost a intenzita poruchy jednotlivych prvkov pri
sériovom zapojeni dvoch rovnakych prvkov, ak celkova spolahlivost systému mé byt
0,95 za ¢asovil jednotku 1 hodina? Aké bude strednéd doba zivotnosti systému?
Riesenie.

KedZe g1 = go = ¢ = konst., pre spolahlivost systému mame
Rs(1)=095=¢27= (e 9)? = R;j(1) = e 9 =+/0,95= 0,975, i = 1,2.

Odtial ¢ = 0,025 (za hodinu).
B(Xg) = 4 =1 20 hodi 0
=—=——= in.
$) = g T 2-0,025 ©
Paralelné zapojenie prvkov — znamena, ze systém funguje, ak funguje aspon

jeden z jeho prvkov. Doba zZivotnosti takého systému je
Xp =max{X, X, ..., Xp.}.

Spolahlivost systému je dand pravdepodobnostou zjednotenia n nezavislych javov,

takze Rp(zx) nie je exponencidlneho typu

OX>$]:1—P
i

=1-JJa-Ri(@) =1-[](1—e %)

i=1 =1

n

=1-[]Fi(x) =

=1 (5.24)

n
ﬂX<x

i=1

Poznamka 5.8 Ak pre vSetky i = 1,2,...,n je ¢; = ¢ = kons$t., tak
Rp(z)=1—(1—e"%)". (5.25)

V tomto pripade pouzitim binomickej vety rozpiSeme n—tt mocninu

Rp(z) =1- [1 - (T) e 1+ (g) e 4 (—1)”6"%] —
- (1) e (2> T

Podla Vety 5.4 plati
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Matematickou indukciou sa dé dokdzaf, Ze vyraz v hranatych zatvorkach je
1+%+%+...+%,tedapren22dostaneme

1 1 1 1
B Xp)=-(14+-4+-4...+2]). 2
(Xp) q<+2+3+ +n) (5.26)

Priklad 5.7 Systém pozostava z 8 nezavisle fungujucich prvkov so spolahlivostami

podla obrézku 5.2. Uréme
a) spolahlivost systému,

b) strednt dobu zZivotnosti systému.

Obr. 5.2

Riesenie. a) Spolahlivost systému uréime postupne. Prvky Cy, Cy, C5 st zapojené
paralelne a tvoria podsystém C = C; UCy U C3. Spolahlivost Rc = 1—(1—0,7)% =
0,973.
Podobne vypocitame pre paralelne zapojené prvky D1, Dy spolahlivost podsystému
D = Dy UDs. Plati Rp =1 — (1 —0,75)? = 0,9375.
Teraz uvaZzujeme sériové zapojenie piatich prvkov S = AN BN CNDNE, teda
spolahlivost celého systému je
5
Rs(1) = H R;(1) =0,95-0,99-0,973 - 0,9375- 0,9 = 0,772

=1

b) Stredni dobu zivotnosti systému uréime tiez postupne. Najprv vypocitame

intenzitu poruchy pre vSetky prvky, pricom polozime x = 1 ¢é.j.
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Teraz uré¢ime stredni dobu Zivotnosti blokov C = C; UCy U C3 a D = Dy U Dsy:

1 11 11 1
E(Xe)= — (14=4=)= =51 — — — 0,19
(Xo) qci< +2+3> 0357 6 O AT 51 T

1 1 13
B(Xp)=— (1+= =52 qp =
(Xp) qu< +2> 0,288 2 =

Pre strednt dobu zivotnosti systému 5 sériovo zapojenyc

=0,192.
27

prvkov A, B, C, D, E

plati
1 1
E(Xg) = _ _
ga+qp+qc+qp+qs 0,051+ 0,010,195+ 0,192 4 0,105
1
= 2 18¢ ch i iek.
0.553 ,8 ¢asovych jednotie O

5.7 Integralna rovnica obnovy

Veta 5.5 Nech {S,}22, je jednoduchy proces obnovy. Nech distribucnd funkcia
F(x) doby Zivotnosti X je spojita. Potom funkcia obnovy H(t) = E(N), t > 0

spliia integrélnu rovnicu obnovy
¢
—l—/Ht—s )dF(s). (5.27)
0

Dékaz. (konvoliaciou distribuénych funkcii) Predpoklad, ze {S,}22 je jednoduchy
n

(oby¢ajny) proces obnovy znamend, ze Sop = 0, S, = > X;, kde X; st nezdporné,
i=1
nezavislé, identicky rozdelené ndhodné veli¢iny s distribu¢nou funkciou F'(x). Ozna-

¢me si dalej ako F),(z) distribuéna funkciu saétu S,, n = 1,2,.... Podla Vety 5.1

je
o oo
=D P(Sn<t)=) Fult)
n=1 n=1
Uvazujme sucet S, = S,—1 + X, a vyuZime, Ze ide o nezavislé veli¢iny, teda pre

distribu¢nt funkciu stacétu plati

0
- o t t
ZFn(t):Z/Fn 1t — s)dF(s) / _1(t—s)dF(s).
n=2 n=27 0 n=2
Pripo¢itanim ¢lena Fj(t) = F(t) k obom strandm rovnice a prepisom sumy

Yo Fhoi(t—s)= > F,(t—s) = H(t —s) dostavame
n=2

91



5 Tedéria obnovy

Poznamka 5.9 Integralnu rovnicu obnovy ako prvy uverejnil taliansky matematik
Volterra v roku 1910. Feller v roku 1941 dokézal, Ze uvedend rovnica ma jediné
neklesajice rieSsenie. Metédou per partes pre Lebesque-Stieltiesov integral mozno

odvodit aj iny tvar integralnej rovnice obnovy (pozri napr. [12], s. 78)

H(t) = F(t) + / F(t — s) dH(s). (5.28)
0

Definicia 5.4 Nech funkcia obnovy H (t) je spojitda. Potom derivdcia funkcie obnovy

(ak existuje) sa nazyva hustota obnovy a oznacuje sa ako

E(N; — E(N;
) = (e) = Jimg D20 P

o0
Poznamka 5.10 Podla Vety 5.1 zrejme h(t) = > fu(t), kde f,(t) je hustota
n=1

rozdelenia stétu S, a spliia rovnicu obnovy v tvare

h(t) = f(t) + /h(t —s)f(s)ds. (5.29)
0

5.8 Limitné vety v tedrii obnovy
Limitné vety v tedrii obnovy suvisia so stidiom asymptotickych vlastnosti procesu
obnovy, resp. veli¢in Ny a Hy.

Veta 5.6 (Silny zdkon velkych &isel) Nech {S,}°2 ,, resp. {Ny,t > 0} je proces

obnovy. Nech doba Zivotnosti X; md konecni strednt hodnotu E(X;) = a < oo,

i =1,2,...,n. Potom s pravdepodobnostou jedna plati
N 1
lim — = —.
t—oo t a

Ny
Doékaz. Ozna¢me si Sy, = > X;. Zrejme Sy, <t < Sy,+1. Pre dostatoc¢ne velké ¢
i=1
je Sy, > 0, N; > 0, preto plati
N, N, N, N +1

LSS . 5.30
Sny — T Snevr Nie+1 (5.30)
Kedze Nivil — 1, pre t — oo a podla zdkona velkych cisel STA? — a, ij,ifll = a
skoro iste, podla vztahu (5.30) musi platif aj
N, 1
Tt — —, skoro iste, pri t — 00. O
a
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Veta 5.7 (Elementarna veta obnovy) Nech {S,}>° , resp. {IN¢,t > 0} je proces
obnovy. Nech doba Zivotnosti md konecéni stredni hodnotu E(X;) = a < o0, i =

1,2,...,n. Potom pre funkciu obnovy H(t) s pravdepodobnostou jedna plati

i E® _ 1
t—oo a

Dokaz. Oznacme si ako 7; ,,zvyskovi dobu zivota“ prvku v ¢ase ¢, teda Sy, +1 = t+7.

Uvazujme k—nezavislych realizacii procesu obnovy a oznacme
{Xi(j ) }le — postupnost k nezavislych realizacii dob Zivotnosti
{Sj(\j,t) }j.;:l — realizacie odpovedajucich okamihov poruchy
{Nt(j)}j.;:l — realizacie po¢tu obnov za cas ¢
Definujme teraz pomocné veli¢iny
M, = Nt(l) + Nt(Q) 4o Nt(k) :
Ty = S](\}t)“ + S](\?t)—&—l +o SJ(\]Z)H :
Zrejme velicina T}, je sictom
a) k+ My, ndhodnych veli¢in X;, ktoré su nezavislé, nezaporné a rovnako rozde-
lené, F(X;) =a < o0
b) k nezavislych ndhodnych veli¢in typu ¢ + Tt(j ), i=12,...,k.

Uvazované veli¢iny spliiaji silny zakon velkych ¢isel, teda

T

? —l—i\@ — E(X;) =a, si. pri k — oo (5.31)
T;
?k — E(t+m) =t+ E(n), si. pri k — oo (5.32)

M, C

- E(Ny) = H(t), s.i. pri k — oc. (5.33)

Vyuzitim vztahov (5.31)—(5.33) a ich postupnou tGpravou dostaneme
T
? +I§Wk — a, s.d. pri k — oo,

Th _ Tk/]{ t+ E(Tt)

= A pri k
Ft My T4 Mk 1+H(t)’SI pri k — oo

teda
t+ E(1x) = a(l+ H(t)),
H(t) 1 1 [E(n)
Ot (B2,

Limitnym prechodom pri ¢t — oo a za predpokladu konec¢nosti strednej doby zivot-
nosti prvku s pravdepodobnostou jedna plati

H(t 1
limﬁzf. O

t—oo t a
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5.9 Riadenie procesu obnovy

Doteraz sme uvazovali obnovu prvku az po jeho zlyhani (poruche), teda ,repre-
sivnu“ vymenu. V praxi vSak niekedy potrebujeme vykonat obnovu skor, nez doéjde
k poruche, vtedy ide o ,,preventivhu“ vymenu. Dévodov je niekolko: zlyhanie moze
sposobit ohrozenie vyroby, Zivota Iudi, vysoké finanéné straty, atd. Uvazujme teda

dva typy vymeny:
1. represivna vymena po poruche pri naklade cq,
2. preventivna vymena pri naklade co.

Predpokladajme, Ze ¢; > ¢ > 0 a okamih preventivnej vymeny uré¢ime podla
urc¢itych pravidiel (stratégii).

Stratégia obnovy — je suhrn pravidiel, ktoré urcuji okamihy a spésob preventivnej
vymeny prvkov. Ide vlastne o riadenie procesu obnovy.

Rozlisujeme dva typy stratégii:
a) deterministickt (pravidelnd vymena),
b) stochastickii (ndhodné vymena).
Deterministickd stratégia — moze byt

1. periodickd vymena — vzdy po uplynuti konstantnej doby 7', teda vymena sa
realizuje v ¢asoch T,2T,3T,.... Nevyhodou je vymena aj relativne novych

prvkov.

2. vekovd vymena — vzdy po dosiahnuti vopred daného konstantného veku prvku.

Problémom je tu urcenie optimalneho veku na vymenu d = 7,.

Stochastickd stratégia — spociva v preventivnej vymene prvku po dosiahnuti tzv.
kritického veku, ktory vo vSeobecnosti nie je konstantny, ale urceny realizaciou ria-
deného nadhodného procesu {Z;, ¢t > 0}. Pri ndkladovom pristupe k riadeniu procesu
kritériom optimality je minimalizacia priemernych nakladov.

Oznaéme celkové naklady na vymenu prvkov za ¢as t ako Cy, nech N} je pocet
vymen i-tého typu za Cas t, ¢ = 1,2. Potom celkové néklady reprezentuju nahodny
proces {Cy,t > 0}, kde

Cy = c1N} + coN? . (5.34)

Priemerné naklady za jednotku casu oznacme
c1F(x) + coR(x)

I Ry)dy
0

O(z) =

)
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kde integral v menovateli zlomku podla Vety 5.4 reprezentuje stredni dobu Zivot-
nosti prvku. V praci [21] st uvedené podmienky optimality, za ktorych priemerné
naklady konverguju k minimalnej hodnote. Pri vySetrovani asymptotickych vlast-
nosti celkového priemerného nékladu Cy/t, t — oo s pouzité naroéné martingalové
metddy, prekracujice zadmer predlozeného ucebného textu.

V préci [29] je prezentovany iny sposob riadenia obnovy, tzv. impulzné riadenie,

ktoré spociva vo volbe intenzity zastavenia procesu. Kritériom optimality v tomto
o0

pripade je minimalizacia o¢akavaného diskontovaného nékladu EZ i e=PtdCy, kde
0
x je pociato¢ny vek prvku, § diskontny faktor a {Z;, t > 0} reprezentuje riadenie

zastavenia procesu. Uvazovany integral podla ndhodného procesu {Cy,t > 0} je sto-
chasticky integral, ktorému sa venuje v druhej ¢asti predmetu ” Nahodné procesy”’na
PF UPJS v Kogiciach.

5.10 Cvicenia

5.1 Proces obnovy je dany nasledovne: T' = 4 roky, ug = 500; a; = 0,1; a2 = 0,3;
az = 0,4; ag = 0,2. Uréte pocet obnov a zostrojte tabulku vekovej Struktiry na

obdobie pif rokov. Ndjdite limitny pocet obnov a limitni vekova Struktaru.

5.2 Systém maé na zaciatku dvetisic novych suciastok. Maximéalna doba Zivotnosti
suciastky st Styri roky. Pravdepodobnosti zlyhania st postupne a; = 0,2;
as = 0,25; a3 = 0,25; a4 = 0,3. Uréte pocet obnov v Siestom roku prevadzky
systému a limitny pocet obnov. Zostrojte maticu pravdepodobnosti prechodu

P v odpovedajicom Markovovom retazci.

5.3 V systéme je na zaciatku osemdesiat novych prvkov s maximalnou dobou zivot-
nosti tri roky. Pravdepodobnosti zlyhania st a; = 0; as = 0,4; a3 = 0,6. Urcte
celkovy pocet obnov za pit obdobi a ug - p(5). Overte Fréchetovu podmienku

stabilizacie systému a najdite limitny pocet obnov a limitna vekovia struktaru.

5.4 Proces obnovy ug = 2000 objektov s maximélnou zivotnostou tri roky je dany
stavmi S = {0,1,2} a maticami pravdepodobnosti prechodu a ocenenia pre-
chodu

02 08 0 80 —20 O
P=|03 0o o7]|, R=|-9 o0 -30
1 0 0 ~120 0 0

Predpokladajte diskontovanie nakladov s faktorom 8 = 0,5. Uréte a) pravdepo-
dobnosti zlyhania a;, i = 1,2, 3, b) priemernt dobu Zivotnosti prvku, ¢) limitna

vekovu Struktiru, d) limitné néklady na obnovu.
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5.5 V mliekarni maju prepravky maximalnu zivotnost Styri roky. Kolko prepraviek
bude treba priemerne nahradit novymi na konci druhého roka, ak na zaciatku
v mliekarni bolo 25 novych, 20 jednoroé¢nych, 35 dvojro¢nych a 40 trojro¢nych
prepraviek? Zo skusenosti viete, Ze pravdepodobnosti znienia prepraviek v

prvom az tretom roku su 0,2; 0,1 a 0,3.

5.6 Rieste diskrétnu rovnicu obnovy metédou diferenénych rovnic, ak T' = 2 roky

a poznate ug, U1, Us.

5.71st4 suciastka ma exponencialnu dobu zivotnosti a intenzitu poruchy 0,0045/hod.
Vypocéitajte a) pravdepodobnost toho, Ze prvok zlyha do 250 hodin, b) pravde-
podobnost, ze prvok prezije 100 hodin ¢innosti, ¢) priemernt dobu Zivotnosti

prvku.

5.8 Prvok mé dobu zivotnosti, riadiacu sa podla Weibullovho rozdelenia W («, ),
kde o = 0,05; 8 = 0,25 (¢.j. = 1 sekunda). Najdite a) strednt dobu zivotnosti
prvku, b) pravdepodobnost toho, ze bude fungovat aspon 5000 sekind.

5.9 Intenzita poruchy sledovaného prvku je g(z) = - (1 — £) pre x € (0, ), kde
a > 0 je maximéalna Zivotnost prvku v rokoch. Uréte hustotu doby Zivotnosti
f(x). Odhadnite parameter g tak, aby pravdepodobnost prezitia dvoch rokov

bola aspon 0,95 pri a = 4.

5.10 Na viano¢nom stromcéeku je zapojenych sedem rovnakych Ziaroviek. Aku spo-
lahlivost majt mat Ziarovky, aby spolahlivost celého systému bola 0,97 Uvazujte

zapojenie prvkov a) sériové, b) paralelné.

5.11 Systém pozostava zo Siestich prvkov s intenzitami poruchy postupne 1,8; 2.4;
2,0; 1,3; 3,0; 1,5 za 1000 hodin. Prvky maji exponencidlnu dobu zivotnosti a st

zapojené: a) sériovo, b) paralelne. Urcte spolahlivost systému.

5.12 Systém pozostava z troch nezavisle fungujicich prvkov rovnakého typu. Doba
zivotnosti kazdého z nich mé rovnomerné rozdelenie na intervale (0,10). Uréte
funkciu spolahlivosti a intenzitu poruchy prvkov a rozhodnite, ¢i je intenzita
rastuca, klesajica, pripadne konstantna. Porovnajte pri ¢asovej jednotke 1 ho-
dina spolahlivost a strednt dobu Zivotnosti systému pri sériovom a paralelnom

zapojeni prvkov.

5.13 Systém pozostava z niekolkych paralelne zapojenych prvkov a ma maft intenzitu
poruchy nanajvys 5 - 1075 /hod. Aky je najmensi pocet prvkov nn, ak prvky

maji konstantnii intenzitu poruchy ¢; = ¢ = 2-10"%/hod., i = 1,2, ..., nymin?

96



Literatura

Literatura

BEICHELT, F. Applied Probability and Stochastic Processes, 2nd ed. Chapman and
Hall/CRC, Boca Raton, 2016.

BREMAUD, P. Point Processes and Queues: Martingale Dynamics. Springer, New
York, 1981.

CHUNG, K. L., AiTrSAHLIA, F. Elementary Probability Theory: With Stochastic Pro-

cesses and an Introduction to Mathematical Finance. Springer, 2014.

Cox, D. R., SMITH, W. L. Queues (Teorija vosstanovlenija). Mathuen & Co (Sov-
jetskoje radio), London (Moskva), 1961 (1967).

DESBAZEILLE, G. Cvicenia a ulohy z operacnej analyzy. Alfa, Bratislava, 1971.
DupAC, V., DUPACOVA, J. Markovovy procesy I (II). SPN, Praha, 1975 (1976).

FELLER, W. An Introduction to Probability Theory and Its Applications, 3rd ed. Wiley,
1968.

GRIMMETT, G. R., STIRZAKER, D. R. One Thousand Ezercises in Probability. Oxford
University Press, Oxford, 2001.

GRIMMETT, G. R., STIRZAKER, D. R. Probability and Random Processes, 3rd ed.
Oxford University Press, Oxford, 2001.

HANGOVA, M., SKRIVANKOVA, V. Vyhern4 stratégia a bankrot v rulete. Matematika
- fyzika - informatika 12, 2 (2002/2003), 70-76.

HANGOVA, M., SKRIVANKOVA, V. Vyhern4 stratégia a bankrot v rulete: dokondenie.
Matematika - fyzika - informatika 12, 3 (2002/2003), 133-138.

Hurr, J. Teorie spolehlivosti. SPN, Praha, 1984.

JANKOVA, K., KILIANOVA, S., BRUNOVSKY, P., BOKES, P. Markovove retazce a ich
aplikdcie. Epos, Bratislava, 2014.

Kavas, J. Markovove retazce. MFF UK, Bratislava, 1993.

KARLIN, S., TAYLOR, H. M. A First Course in Stochastic Processes, 2nd ed. Acade-
mic Press, New York, 1975.

97



Literatura

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

LEFEBVRE, M. Applied Stochastic Processes. Springer, New York, 2007.

LeEvVIN, B. R. Teorie ndhodnijch procesi a jejich aplikace v radiotechnice. SNTL,
Praha, 1965.

MaisTrov, L. E. Razvitie ponjatija verojatnostej. Nauka, Moskva, 1980.
MANDL, P. Podminky optimality Fizenijch ndhodniyjch procesii. JCSMF, Praha, 1979.
MANDL, P. Pravdépodobnostni dynamické modely. Academia, Praha, 1985.

MENYHERTOVA (SKRIVANKOVA), V. On adaptive replacement policies. Kybernetika
16, 6 (1980), 512-525.

NEeuts, M. F. Probability. Allyn and Bacon, Boston, 1973.

PESKO, S., SMIESKO, J. Stochastické modely operacnej analyzy. Zilinska univerzita,
Zilina, 1999.

PFEIFFER, P. E. Probability for Applications. Springer, New York, 1990.

PorockY, R., Kavas, J., KoMoORNiK, J., LamoS, F. Zbierka dloh z pravdepodob-

nosti a matematickej Statistiky. Alfa, Bratislava, 1991.

PRASKOVA, Z., LACHOUT, P. Zdklady ndhodnijch procesi. Karolinum - nakladatelstvi
UK, Praha, 1998.

RENYI, A. Teorie pravdépodobnosti (Probability Theory). Akademia (Dover Publica-
tions), Praha, (Mineola, N.Y), 1972 (2007).

Ross, S. M. Introduction to Probability Models, 11th ed. Academic Press, Amsterdam,;
Boston, Feb. 2014.

SKRIVANKOVA, V. On concerning a certain quasivariational inequality. Acta Math.
Univ. Comenianae LIV-LV (1988), 101-119.

STIRZAKER, D. R. Stochastic Processes and Models. Oxford University Press, Oxford,
2005.

SVESNIKOV, A. A. Sbirka iloh z teorie pravdépodobnosti, matematické statistiky a
teorie ndahodnych funkci. SNTL, Praha, 1971.

STEPAN, J. Teorie pravdépodobnosti. Academia, Praha, 1987.
UNCOVSKY, L. Stochastické modely operacnej analyzy. Alfa, Bratislava, 1980.

VINIOTIS, Y. Probability & Random Processes for Electrical Engineers. McGraw-Hill
Companies, Boston, 1998.

ZiTEK, F. Ztraceny cas: Elementy teorie hromadné obsluhy. Academia, Praha, 1969.

98



Vysledky cviceni

Vysledky cviceni

1. POPIS NAHODNEHO PROCESU

1. B(X;) = etsinet; D(X,) = Le=2tsinwt; [(5 1) = Le~(ssinwsttsinut),

2. Ky(s,t) = cov(Ys, Yy) = cov(Xs + f(s), X¢ + f(t)) = Kx(s,1).

3. BE(Xy) =2t +3cost, K(s,t) = 45*t? + s> cost + t? cos s + 3cos s - cost.
4. Nie. E(X;) =t-+/m/2 # konst.

5. E(Xy) = ut, D(X;) = o*t, nacrt: vid obrazok nizsie.

6. E(X;) =0; K(s,t) = 3a”®cos(w|s — t|) = proces je slabo stacionarny.
7. E(Z;) =0; Kz(s,t) = K(|s —t]) - cos(w |s — t]).

n

8. Ano; E(X;) =0; K(s,t) = Y 0]2» - cos(wj|s — t]).

J=1

9. E(Xy) =2t; D(Xy) =0,2; K(s,t) = 0,2cos(w|t — s|).
10. Rx(s,t) = cos(A|s —t]).
11. K(s,t) =1, pre n<st<n+1/2, n=0,+£1,42,...;inak je K(s,t) =0.
12. E(X,) =n(2p —1); K(s,t) = 4spq pre s < t, proces teda nie je stacionarny.

13. R(Ty, Tsyy) = e~ 2.

y S/ »
o8] m(t) =20+ Y2 - x(#)
2,
, .
05
Lyt =2t — . —
04 [ R
p
4 - ' ! :
p Lo .
” R L i1 o1s b
02 S a(t) = 26 — Vi 105 0 05 | | 2 25 ;
o i 2 L
011, .
o 1 —
0.1 0.2 0.3 04 4
Priklad 1.5 Priklad 1.11
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2. MARKOVOVE RETAZCE

10.

11.

12.

13.

14.

15.

k

. Néavod: vyuzitie ekvivalencie X, = > VY, = i & Y, = i — i1, k =

j=1
L2,....n—1; X, =ieY,=i—i,1; Xpr1 =7 Y1 =7 — i

. Navod: Vyjadrite pravdepodobnostné rozdelenie M, za podmienky, ze

a)Mgzl,M1:0ab)M3:1,M1:1.

. pO,Ozpk,kzl;pi,i:Oprei:1727"'7k_1;pi,i+1:ppreizlvzv'”ak_la

Diji—1 = qprei = 1,2,... .k —1;p;; = 0pre j > i+ 1alebo j < i—1;
Po,1 = Pkk—1 = 0.

p(0) = (0,0,...,1,...,0), kde 1 = pn(0); pi; =0 pre i = 0,1,...,2N; po1 =
peNaN—1 = 1;pio1 =i/2N; piiy1 =1—1i/2N prei=1,2,...,2N — 1.

LM =Ty =1/2.

. a) Nerozlozitelny; regularny, lebo p; j(2) > 0, Vi, j; T = (%, %, %)

b) Nerozlozitelny, regularny, lebo p; ;(3) > 0, Vi,j; 7 = (1

Ak p = ¢, potom maja rovnaka Sancu. Ak p > ¢, 0 < ¢ < %, potom B ma
dlhodobo vicsiu Ssancu. Podobne je to v pripade, Zze p < ¢, € < 0. Inak ma
vyhodu A.

. a) Stavy st trvalé, nenulové, periodické s periédou 3.

b) Stavy su trvalé, nenulové, neperiodické.

.1 =41,2}, cg = {5}, b3 = 5/13.

Rozlozitelny, lebo obsahuje uzavrett triedu stavov {3}.

Ergodicky, lebo existuje 7 = (0,0, 1),

P(Xo=1,X; =2 X, =3) = 0,003, p(2)=(0,563;0,063;0,373),
b= (1,1,1)T.

by = 2/5.

Pre 1 =1,2,...5:pii =7, pii+1 =D, Pi7 = 4. P66 = pr,7 = 1, inak p; ; = 0.
Pravdepodobnost, Ze prvak tspesne ukonéi stadium: p®/(p + q)°.
= (12 6 4 3 12

T = (3% 37 375 37+ ﬁ) Vsetky stavy s trvalé, nenulové.

P(X1=2,X,=0,X3=4) =1/6; p(2) = (3, £,0,0, 3).

MR je nerozlozitelny a neperiodicky.

7 _(11 7 3 1 mT

b_ (173717ﬁaﬁaﬁ70) )

stav 0 je trvaly, nenulovy, neperiodicky, po = 1, stav 1 je prechodny.
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16.

17.

18.

19.

20.

pii=1/6,1=1,...,6; p;ij=0,1>7; p;;=1/6,1<]j.
Stavy 1,2,...,5 st prechodné, stav 6 je trvaly, nenulovy, neperiodicky.

Stavy sa periodické s periédou 2. Ak p # ¢, tak vSetky stavy su prechodné,
ak p = ¢ = 1/2, tak vSetky stavy su trvalé, nulové.

g=(2,-5)"5(2) = (,-10)"; 5(n) = (~5n+45; —5n)7; 5 = (42, 25T
Optimélne riadenie pre n > 1 je z(n) = (1,2)7.

Optimalne riadenie pre n > 2 je z(n) = (2,2)7, v = (%, —%)T .

3. SPECIALNE RETAZCE SO SPOJITYM CASOM

1.

10.

11.

12.

13.

Ide o Poissonov proces s konstantnou intenzitou A. Stredny pocet zaregistro-

vanych castic za Casovi jednotku je A.

.qg=1.

a) 0,4422, b) 0,4422.

2) PT < 8) = 24 b) ()

. 0,1341.

- a) pn(20) 4+ py_1(20) = 101 - €190, b) psg(20) = 1007 o —100,

Pk = (]]X)e_k'ut ' (1 - e—ut)N—k’ k= 07 17 s 7Na p(](t) = (1 - e—ut)N‘

2 2
a) po = (m),pl—m,p2_<m),
b) po(t) = /\+u 5 [p2 422 e ATt )2 =200t
pi(t) = /\+u 5 [t (A—p) em AFmE_xe=200+mt] |
( ) - )‘+/J') [1—267(>‘+M)t+ 6*2(>\+,u)t] i
~ 24 1 12 2
- p= (@a@,@,@).

Névod: Postupnym riesenim KDR, pripadne metédou vytvéarajacich funkcii.

Navod: Postupnym riesenim KDR, pripadne metédou vytvarajacich funkcii.

0 0 0 0
~ |13 =43 1 0

C=10 23 76 12
o o 1 -1
pi(t) = 34+ e AL pi(2) = 0,816,
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4. TEORIA HROMADNEJ OBSLUHY

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

Potrebujeme 3 linky, pg = 0,134, K, = 0,866, K, = 2,598, 7i, = 1, 299.
n =3, ps = 0,002, K, =0,998, K, = 0,499, n, = 0, 249.
= p(1 —0) = 15000 za hodinu; ide o systém (M, M, o) bez ¢akania.

a) pr = 125/416, b) 7 =125/156, L, = 16/39.

. pr=1—pg—p1 —p2 =27/56; ¥ = 27/14; t, = 3,857 min; ¢ = 0,246 min;

t* = 0,474 min.

a) (M, M,1,00), ¢.j. = 1 hodina; p = 3/4; po =1 — p = 0,25.
b) 7 =9/4; n, =3/4 =7+ n, = 3.

Navod: Najprv uréte A odvodenim vztahu pre priemerny pocet pacientov

10 1

u lekdra n,: ny = & = u/\_10:>>‘_11’ p=11 DPo=1[

—p

; = —0 = 2,475 hOdlIl caka na Vysetrenle
+t, = 1009 = 2,725 hodin stravi u lekra,

p7 = 0,0958.

A)po=15 b pa=ps=2 )P =p3+pstps=_.

a) pr = 0,031; b) K, = 0,969,

=17,75 2/h0d
c) K, = 0,646; d) pr =0, 25; ) ts = tr

+ 1 =0,3136 hodin.

(M, M,2) s ohrani¢enym ¢asom ¢akania, ¢.j.= 10 dni == A =1, u =2, v =5.
Odhad pg = 0,610 = popg = 2o = 2112 = 0,95,

Nooco

(M, M, 1), &j.= 1 hodina = \ = 8, i = 10. a) p, = 16/25, 7 = 16/5,
b) v =2, pg = 945/2701, koeficient vyuzitia liniek 0,65.

Uzavrety SHO (M, M,1,5,5), ¢.j.= 1 mintta = X\ = 0,01; p =0, 1.
Pravdepodobnost vyuZitia 1 — pg = 0,436, priemerny pocet pacientov, ktori
potrebuju osetrenie ng = 7 + n, = 0,203 4 0,436 = 0, 639.

Uzavrety SHO (M, M,n,4,4), ¢.j.= 1 mesiac = \ = 1/2; u = 4.

, 9 . ;. . el e - o - 0444 .
Potrebni aspoti dvaja opravari. Koeficient vyuzitia liniek 7= = =5= = 0,222,

Uzavrety SHO (M, M,1,4,4), ¢.j.= 1 hodina = X\ = 10, u = 20.
Priemerny prestoj 8 - pg = 8 - 0,095 = 46 mint.
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15.

Néavod: Odvodit priemerny pocet strojov v systéme (M, M, 1,00):

Ng =M, +T7 = ﬁ. Potom pri ¢.j.= 1 hodina plati

a) ng, = %334 = 3; prestoj strojov za 8 hodin je 8 - 3 = 24 hodin; naklady
na mechanika 24 - 10 4+ 8 - 5 = 280 eur.
b) s, = % = %; prestojovy cas 8 - % = 12 hodin; néklady na mechanika

1210 +8 - 6,5 = 172 eur.

Zéver: Najat $pickového mechanika.

5. TEORIA OBNOVY

1.

2.

10.

11.

12.

13.

us = 160, ug - # = 3% (1;0,9;0,6;0,2) = (185,167,111, 37).

ug = 728, nh_}rgo U, = 755.
0,2 08 0 0
B 5/16 0 11/16 0
5/11 0 0 6/11
1 0 0 0

w5 = 38; ug - (5) = (38,13,29); uom = (31,31,18).

a) a; = 0,2; ag = 0,24; a3 = 0,56; b) E(X) = 2,36 roka;
c) ugm = (848;678;474); d) v = (—88,3; —118,7; —164,2).

. Po 2 rokoch bude potrebné nahradif 38 prepraviek.

C Uy = T8 1= (—ag)" .

14+as

a) P(X < 250) = 0,675; b) R(100) = 0,6376; c) E(X) = 222.2 hodin.

. a) E(X) =444 dnf; b) P(X > 5000) = 0,6567.

Cf@)=B(1—2). e U 0<z <, B>0.

0< B8 <0,08.
a) R, =0985,i=1,...7, b)R;=0,72,i=1,...7.
a) Rg = 0,000006 ; b) Rp = 0,6475.

R(z) = —{5 + 1, pre z € (0,10), q(x) = —ﬁ, pre z € (0, 10),
Ry(1) = e /3 = 0,717,
Ry(1) =1— (1 —e1/9) = 0,999.

Nmin = 31.
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